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Série d’exercices : Familles sommables

On définit La fonction zêta de Riemann sur ]1,+∞[ par ζ(x) =
+∞∑
n=1

1

nx
et on admet que ζ(2) =

π2

6
.

Exercice � 1. Famille indexée par Z Aller à la correction

Soit q ∈ C, montrer que
(q|n|)n∈Z est sommable⇐⇒ |q| < 1

et pour tout q ∈ C tel que |q| < 1 ∑
n∈Z

q|n| =
1 + q

1− q

Exercice � 2. Aller à la correction

¬ Pour tout n ∈ N, on pose In = {(p, q) ∈ N × N, p + q = n}, montrer que (In)n∈N est une
partition de N× N et déterminer la cardinal de In.

­ Soit α ∈ R.

Montrer que la famille

(
1

(p+ q + 1)α

)
(p,q)∈N×N

est sommable, si et seulement si, α > 2.

∀α > 2,
∑

(p,q)∈N×N

1

(p+ q + 1)α
= ζ(α− 1)

Exercice � 3. Aller à la correction

Soit (an)n∈Z une famille de nombres réels telle que la famille (n6a2n)n∈Z soit sommable.

¬ Montrer que la famille (n2an)n∈Z est sommable et que
∑
n∈Z

n2|an| ≤
π√
3

(∑
n∈Z

n6a2n

) 1
2

­ En déduire que les familles (an)n∈Z et (nan)n∈Z sont sommables.

Exercice � 4. Aller à la correction

¬ Montrer que pour tout x ∈]− 1, 1[,
+∞∑
n=0

nxn−1 =
1

(1− x)2
.

­ Montrer que la famille

(
n+m

2n+m

)
(n,m)∈N2

est sommable et sa somme vaut 8.

Exercice � 5. Aller à la correction

Soit z ∈ C tel que |z| < 2.

¬ Justifier que, pour tout n > 2, la série
∑
k>2

zk

nk
est absolument convergente et calculer sa somme.
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­ En déduire que la famille

(
zk

nk

)
k,n>2

de nombres complexes est sommable.

® Démontrer que
+∞∑
n=2

z2

n(n− z)
=

+∞∑
k=2

(ζ(k)− 1)zk.

¯ En déduire la valeur de la somme
+∞∑
k=2

(ζ(k)− 1).

Exercice � 6. Aller à la correction

Soit x ∈]− 1, 1[.

¬ Montrer que la famille

(
xp

np+1

)
n,p≥1

est sommable.

­ En déduire que
+∞∑
p=1

ζ(p+ 1)xp =
+∞∑
n=1

(
1

n− x
− 1

n

)
.

Exercice � 7. La constante d’Euler Aller à la correction

¬ On définit la suite (xn)n≥1 par xn =
n∑
k=1

1

k
− ln(n).

(a) Montrer que xn − xn−1 ∼
n→+∞

− 1

2n2
.

(b) En déduire que la suite (xn)n≥1 est convergente. Notons γ sa limite. γ s’appelle la
constante d’Euler.

(c) Établir la relation γ =
+∞∑
n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))

­ (a) Montrer que la famille

(
(−1)k

knk

)
k,n≥2

est sommable.

(b) On admet que ∀x ∈]− 1, 1[, ln(x+ 1) =
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk. Montrer que

+∞∑
k=2

(−1)k

k
ζ(k) = γ

Exercice � 8. Indicatrice d’Euler Aller à la correction

Pour tout n ∈ N∗, on pose In = {(p, q) ∈ N∗ × N∗, pq = n} et ϕ(n) = card{k ∈ J0, nK, k ∧ n = 1}.

On admet que
n∑
p=1

p divise n

ϕ(p) = n.

¬ Montrer que (In)n∈N∗ est une partition de N∗ × N∗.

­ Établir la relation ∀x > 2,
ζ(x− 1)

ζ(x)
=

+∞∑
p=1

ϕ(p)

px
.
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Corrigé de l’exercice � 1. Retour à l’énoncé

Pour tout n ∈ Z, on pose an = q|n|.

On sait que (an)n∈Z est sommable, si et seulement si,
∑
n>0

a−n et
∑
n>1

an sont absolument convergentes.

Dans ce cas on a :
∑
n∈Z

an =
+∞∑
n=0

a−n +
+∞∑
n=1

an

Comme les séries géométriques
∑
n>0

a−n =
∑
n≥0

qn et
∑
n>1

an =
∑
n≥1

qn sont absolument convergentes, si

et seulement si, |q| < 1, alors (q|n|)n∈Z est sommable, si et seulement si, |q| < 1.
Pour tout q ∈ C tel que |q| < 1, on a

∑
n∈Z

q|n| =
+∞∑
n=0

q|−n| +
+∞∑
n=1

q|n| =
+∞∑
n=0

qn +
+∞∑
n=1

qn = 1 + 2
+∞∑
n=1

qn = 1 + 2q
1

1− q
=

1 + q

1− q

Corrigé de l’exercice � 2. Retour à l’énoncé

¬ Montrons que (In)n∈N est une partition de N× N.

• Pour tout (p, q) ∈ N× N, (p, q) ∈ Ip+q donc N× N =
⋃
n∈N

In.

• Soit n,m ∈ N tel que n 6= m, par l’absurde supposons que In ∩ Im 6= ∅.
Soi (p, q) ∈ In ∩ Im, alors (p, q) ∈ In et (p, q) ∈ Im, par suite p + q = n et p + q = m, d’où
n = m ce qui est absurde.

Donc

N× N =
⋃
n∈N

In

n 6= m =⇒ In ∩ Im = ∅
alors (In)n∈N est une partition de N× N.

Pour tout n ∈ N, In = {(0, n), (1, n− 1), ..., (n, 0)} donc card(In) = n+ 1.

­ Pour tout n ∈ N, In est fini, alors

(
1

(p+ q + 1)α

)
(p,q)∈In

est sommable et

∑
(p,q)∈In

1

(p+ q + 1)α
=

∑
(p,q)∈In

1

(n+ 1)α
=

card(In)

(n+ 1)α
=

n+ 1

(n+ 1)α
=

1

(n+ 1)α−1

D’après le théorème de sommation par paquets, on en déduit

(
1

(p+ q + 1)α

)
(p,q)∈N×N

est sommable ⇐⇒



∀n ∈ N,
(

1

(p+ q + 1)α

)
(p,q)∈In

est sommable

et∑
n≥0

 ∑
(p,q)∈In

1

(p+ q)α

 converge absolument

⇐⇒
∑
n≥0

 ∑
(p,q)∈In

1

(p+ q)α

 converge absolument

⇐⇒
∑
n≥0

1

(n+ 1)α−1
converge absolument

⇐⇒
∑
n≥1

1

nα−1
converge absolument

⇐⇒
∑
n≥1

1

nα−1
converge

⇐⇒ α− 1 > 1

⇐⇒ α > 2
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D’après le théorème de somation par paquets, pour tout α > 2,

∑
(p,q)∈N×N

1

(p+ q + 1)α
=

+∞∑
n=0

 ∑
(p,q)∈In

1

(p+ q + 1)α


=

+∞∑
n=0

(
1

(n+ 1)α−1

)

=
+∞∑
n=1

(
1

nα−1

)
= ζ(α− 1)

En particulier
∑

(p,q)∈N×N

1

(p+ q + 1)3
= ζ(2) =

π2

6

Corrigé de l’exercice � 3. Retour à l’énoncé

¬ • Montrons que la famille (n2an)n∈Z est sommable.

∀n ∈ Z∗, |n2an| = n2|an| =
1

n
× (n3|an|) ≤

1

2

(
1

n2
+ n6a2n

)
. car ∀a, b ∈ R, |ab| ≤ 1

2

(
a2 + b2

)
.

Comme les familles (n6a2n)n∈Z et

(
1

n2

)
n∈Z∗

sont sommables, par linéarité la famille(
1

2

(
n6a2n +

1

n2

))
n∈Z∗

est sommable, ainsi par le critère de comparaison, (n2an)n∈Z∗ est

sommable, par suite (n2an)n∈Z est sommable.

• Montrons que
∑
n∈Z

n2|an| ≤
π√
3

(∑
n∈Z

n6a2n

) 1
2

.

Par l’inégalité de Cauchy Schwartz,

∑
n∈Z

n2|an| =
∑
n∈Z∗

n2|an| =
∑
n∈Z∗

1

n
× (n3|an|) ≤

(∑
n∈Z∗

1

n2

) 1
2
(∑
n∈Z∗

n6a2n

) 1
2

≤

(
+∞∑
n=1

1

(−n)2
+

+∞∑
n=1

1

n2

) 1
2
(∑
n∈Z

n6a2n

) 1
2

≤

(
2

+∞∑
n=1

1

n2

) 1
2
(∑
n∈Z

n6a2n

) 1
2

=

(
2
π2

6

) 1
2

(∑
n∈Z

n6a2n

) 1
2

=
π√
3

(∑
n∈Z

n6a2n

) 1
2

­ • ∀n ∈ Z∗, |an| =
1

n3
× (n3|an|) ≤

1

2

(
1

n6
+ n6a2n

)
. car ∀a, b ∈ R, |ab| ≤ 1

2

(
a2 + b2

)
.

Comme les familles (n6a2n)n∈Z et

(
1

n6

)
n∈Z∗

sont sommables, par linéarité la famille(
1

2

(
1

n6
+ n6a2n

))
n∈Z∗

est sommable, ainsi par le critère de comparaison, (an)n∈Z∗ est

sommable, par suite (an)n∈Z est sommable.

• ∀n ∈ Z∗, |nan| = n|an| =
1

n2
× (n3|an|) ≤

1

2

(
1

n4
+ n6a2n

)
. car ∀a, b ∈ R, |ab| ≤ 1

2

(
a2 + b2

)
.

Comme les familles (n6a2n)n∈Z et

(
1

n4

)
n∈Z∗

sont sommables, par linéarité la famille
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(
1

2

(
1

n8
+ n6a2n

))
n∈Z∗

est sommable, ainsi par le critère de comparaison, (nan)n∈Z∗ est

sommable, par suite (nan)n∈Z est sommable.

Corrigé de l’exercice � 4. Retour à l’énoncé

¬ Soit x ∈]− 1, 1[.

Pour tout n ∈ N, on pose Sn(x) =
n∑
k=0

xk =
1− xn+1

1− x
, comme Sn est dérivable sur ]− 1, 1[,

Alors

S
′

n(x) =
n∑
k=0

kxk−1 =

(
1− xn+1

1− x

)′
=
nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(1− x)2

Donc
n∑
k=0

kxk−1 =
nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(1− x)2
−→
n→+∞

1

(1− x)2

par suite
∑
n≥0

nxn−1 converge et sa somme vaut
1

(1− x)2
.

­ Montrons que la famille

(
n+m

2n+m

)
(n,m)∈N2

est sommable et somme vaut 8.

Pour tout (n,m) ∈ N, on pose xn,m =
n+m

2n+m
≥ 0.

• Soit m ∈ N, fixé. Montrons que la série
∑
n≥0

xn,m converge absolument.

Pour tout n ∈ N, xn,m =
n+m

2n+m
=

1

2m

(
n

(
1

2

)n
+m

(
1

2

)n)
.

Comme les séries
∑
n≥0

(
1

2

)n
et
∑
n≥0

n

(
1

2

)n
convergent, alors la série

∑
n≥0

xn,m converge et on a

+∞∑
n=0

xn,m =
1

2m

(
+∞∑
n=0

n

(
1

2

)n
+m

+∞∑
n=0

(
1

2

)n)
=

1

2m

( 1
2

(1− 1
2
)2

+m
1

1− 1
2

)
=
m+ 1

2m−1

• Montrons que la série
∑
m≥0

(
+∞∑
n=0

xn,m

)
converge.

Pour tout m ∈ N,
+∞∑
n=0

xn,m =
m+ 1

2m−1
= m

(
1

2

)m−1
+

(
1

2

)m−1
.

Comme les séries
∑
m≥0

(
1

2

)m−1
et
∑
m≥0

m

(
1

2

)m−1
convergent, alors la série

∑
m≥0

(
+∞∑
n=0

xn,m

)
converge, alors la famille

(
n+m

2n+m

)
(n,m)∈N2

est sommable et sa somme

∑
(n,m)∈N2

xn,m =
+∞∑
m=0

(
+∞∑
n=0

xn,m

)
=

+∞∑
m=0

m+ 1

2m−1
=

+∞∑
m=0

m

(
1

2

)m−1
+

+∞∑
m=0

(
1

2

)m−1
=

1

(1− 1
2
)2

+ 2.
1

1− 1
2

= 8
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Corrigé de l’exercice � 5. Retour à l’énoncé

Soit z ∈ C tel que |z| < 2.

¬ Pour tout n > 2,
∣∣∣ z
n

∣∣∣ =
|z|
n
≤ |z|

2
< 1, alors la série géométrique

∑
k>2

∣∣∣∣ zknk
∣∣∣∣ =

∑
k>2

∣∣∣ z
n

∣∣∣k est

convergente, donc
∑
k>2

zk

nk
converge absolument et sa somme :

+∞∑
k=2

zk

nk
=

+∞∑
k=2

( z
n

)k
=

(
z
n

)2
1−

(
z
n

) =
z2

n(n− z)

­ On a sait que

(
zk

nk

)
k,n>2

est sommable⇐⇒


∀n ≥ 2,

∑
k>2

zk

nk
converge absolument

∑
n≥2

(
+∞∑
k=2

zk

nk

)
converge absolument

• D’après la question précédente, pour tout n ≥ 2,
∑
k>2

zk

nk
converge absolument et

+∞∑
k=2

zk

nk
=

z2

n(n− z)
.

• On a
z2

n(n− z)
∼

n→+∞
z2.

1

n2
, puisque la série

∑
n≥2

1

n2
converge absolument,

Alors
∑
n≥2

(
+∞∑
k=2

zk

nk

)
=
∑
n≥2

z2

n(n− z)
converge absolument.

® Comme

(
zk

nk

)
k,n>2

est sommable, alors

+∞∑
n=2

z2

n(n− z)
=

+∞∑
n=2

+∞∑
k=2

zk

nk
=

+∞∑
k=2

+∞∑
n=2

zk

nk
=

+∞∑
k=2

(
zk

+∞∑
n=2

1

nk

)

=
+∞∑
k=2

(
zk

(
+∞∑
n=1

1

nk
− 1

))
=

+∞∑
k=2

(
zk (ζ(k)− 1)

)
=

+∞∑
k=2

(ζ(k)− 1)zk

¯ Pour z = 1, on en déduit que

+∞∑
k=2

(ζ(k)− 1) =
+∞∑
n=2

1

n(n− 1)
=

+∞∑
n=2

(
1

n− 1
− 1

n

)

= lim
N→+∞

N∑
n=2

(
1

n− 1
− 1

n

)
= lim

N→+∞

N∑
n=2

(
1− 1

N

)
= 1

ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech 6/9 ettahrifouad1@gmail.com

ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech


Corrigé de l’exercice � 6. Retour à l’énoncé

¬ On a sait que

(
xp

np+1

)
n,p>2

est sommable⇐⇒


∀n ≥ 1,

∑
p>2

xp

np+1
converge absolument

∑
n≥1

(
+∞∑
p=1

xp

np+1

)
converge absolument

• Pour tout n ≥ 1, la série géométrique
∑
p>1

xp

np+1
=

1

n

∑
p>1

(x
n

)p
converge absolument, car∣∣∣x

n

∣∣∣ ≤ |x| < 1 et

+∞∑
p=1

xp

np+1
=

1

n

+∞∑
p=1

(x
n

)p
=

1

n

x
n

1− x
n

=
x

n(n− x)

• On a
x

n(n− x)
∼

n→+∞
x.

1

n2
, puisque la série

∑
n≥2

1

n2
converge absolument,

Alors
∑
n≥1

(
+∞∑
p=1

xp

np+1

)
=
∑
n≥1

x

n(n− x)
converge absolument.

­ Comme

(
xp

np+1

)
n,p>1

est sommable, alors

+∞∑
n=1

x

n(n− x)
=

+∞∑
n=1

+∞∑
p=1

xp

np+1
=

+∞∑
p=1

+∞∑
n=1

xp

np+1
=

+∞∑
p=1

(
xp

+∞∑
n=1

1

np+1

)

=
+∞∑
p=1

xpζ(p+ 1) =
+∞∑
p=1

ζ(p+ 1)xp

Corrigé de l’exercice � 7. Retour à l’énoncé

¬ (a) Pour tout n ≥ 2

xn − xn−1 =
1

n
+ ln

(
1− 1

n

)
=

1

n
+

(
− 1

n
− 1

2n2
+ o

(
1

n2

))
= − 1

2n2
+ o

(
1

n2

)

Donc xn − xn−1 ∼
n→+∞

− 1

2n2
.

(b) On sait que

(xn)n≥1 est convergente⇐⇒ la série télescopique
∑
n≥2

(xn − xn−1) est convergente

Comme xn − xn−1 ∼
n→+∞

− 1

2n2
et la série de Riemann

∑
n≥1

1

n2
converge et − 1

2n2
de signe

constant, d’après le critère d’équivalence
∑
n≥2

(xn − xn−1) converge.
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(c) Pour tout n ≥ 1
n∑
k=1

(
1

k
− ln

(
1 +

1

k

))
=

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
=

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

(ln(k + 1)− ln(k))

=
n∑
k=1

1

k
− ln(n+ 1) =

(
n∑
k=1

1

k
− ln(n)

)
+ (ln(n)− ln(n+ 1))

= xn + ln

(
n

n+ 1

)
−→
n→+∞

γ

Donc
∑
n≥1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
converge et

+∞∑
n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
= γ.

­ (a) On a sait que

(
(−1)k

knk

)
k,n≥2

est sommable⇐⇒


∀n ≥ 2,

∑
k>2

(−1)k

knk
converge absolument

∑
n≥2

(
+∞∑
k=2

(−1)k

knk

)
converge absolument

• Pour tout n ≥ 2,

∣∣∣∣(−1)k

knk

∣∣∣∣ =
1

knk
≤ 1

2
.

(
1

n

)k
, puisque

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ ≤ 1

2
< 1, alors la série

géométrique
∑
k≥2

(
1

n

)k
converge, par le critère de comparaison

∑
k≥2

(−1)k

knk
converge absol-

ument.

• Puisque la suite

(
1

knk

)
k≥2

positive, décroissante et converge vers 0, d’après le critère

spécial des séries alternées, ∣∣∣∣∣
+∞∑
k=2

(−1)k

knk

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣(−1)2

2n2

∣∣∣∣ =
1

2n2

Comme la série de Riemann
∑
n≥2

1

n2
converge, par le critère de comparaison,

∑
n≥2

(∣∣∣∣∣
+∞∑
k=2

(−1)k

knk

∣∣∣∣∣
)

converge, donc
∑
n≥2

(
+∞∑
k=2

(−1)k

knk

)
converge absolument.

(b) Montrons que
+∞∑
k=2

(−1)k

k
ζ(k) = γ.

Comme

(
(−1)k

knk

)
k,n≥2

est sommable, alors
+∞∑
k=2

+∞∑
n=2

(−1)k

knk
=

+∞∑
n=2

+∞∑
k=2

(−1)k

knk
.

Donc
+∞∑
k=2

+∞∑
n=1

(−1)k

knk
−

+∞∑
k=2

(−1)k

k
=

+∞∑
n=1

+∞∑
k=2

(−1)k

knk
−

+∞∑
k=2

(−1)k

k
.

Par suite
+∞∑
k=2

+∞∑
n=1

(−1)k

knk
=

+∞∑
n=1

+∞∑
k=2

(−1)k

knk
(∗).

• Simplifions
+∞∑
n=1

(−1)k

knk
.

+∞∑
n=1

(−1)k

knk
=

(−1)k

k

+∞∑
n=1

1

nk
=

(−1)k

k
ζ(k)
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• Simplifions
+∞∑
k=2

(−1)k

knk
.

+∞∑
k=2

(−1)k

knk
= −

+∞∑
k=2

(−1)k−1

k

(
1

n

)k
=

1

n
−

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k

(
1

n

)k
=

1

n
− ln

(
1 +

1

n

)

Car ∀x ∈]− 1, 1[, ln(x+ 1) =
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk.

D’après (∗), on en déduit que

+∞∑
k=2

(−1)k

k
ζ(k) =

+∞∑
n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
= γ

Corrigé de l’exercice � 8. Retour à l’énoncé

¬ Montrons que (In)n∈N est une partition de N∗ × N∗.
• Pour tout (p, q) ∈ N∗ × N∗, (p, q) ∈ Ip×q donc N∗ × N∗ =

⋃
n∈N∗

In.

• Soit n,m ∈ N∗ tel que n 6= m, par l’absurde supposons que In ∩ Im 6= ∅.
Soi (p, q) ∈ In ∩ Im, alors (p, q) ∈ In et (p, q) ∈ Im, par suite pq = n et pq = m, d’où n = m ce
qui est absurde.

Donc

N∗ × N∗ =
⋃
n∈N∗

In

n 6= m =⇒ In ∩ Im = ∅
alors (In)n∈N∗ est une partition de N∗ × N∗.

­ Soit x > 2(
+∞∑
p=1

ϕ(p)

px

)
ζ(x) =

+∞∑
p=1

ϕ(p)

px

+∞∑
q=1

1

qx
=

+∞∑
p=1

+∞∑
q=1

ϕ(p)

(pq)x

D’après le théorème de sommation par paquets, on obtient

=
+∞∑
n=1

 ∑
(p,q)∈In

ϕ(p)

(pq)x

 =
+∞∑
n=1

 ∑
(p,q)∈In

ϕ(p)

nx



=
+∞∑
n=1

1

nx

 ∑
(p,q)∈In

ϕ(p)

 =
+∞∑
n=1

1

nx

 n∑
p=1

p divise n

ϕ(p)


car (p, q) ∈ In ⇐⇒ p divise n

Puisque
n∑
p=1

p divise n

ϕ(p) = n, alors

(
+∞∑
p=1

ϕ(p)

px

)
ζ(x) =

+∞∑
n=1

1

nx−1
= ζ(x− 1).

Par suite
ζ(x− 1)

ζ(x)
=

+∞∑
p=1

ϕ(p)

px
.
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