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Série d’exercices : Familles sommables'
+oo 1 7T2
On définit La fonction zéta de Riemann sur |1, +oo[ par ((z) = Z — et on admet que ((2) = s
nx
n=1

a Exercice Ne 1. Famille indexée par Z |[Aller a la correction|

Soit ¢ € C, montrer que
(¢™) ez est sommable <= |¢| < 1

et pour tout ¢ € C tel que |¢| < 1
S g = 1+g
l—gq

neL

a Exercice Ne 2. [Aller a la correction|

@ Pour tout n € N, on pose I, = {(p,q) € Nx N, p+ g = n}, montrer que (I,),en est une
partition de N x N et déterminer la cardinal de I,,.

@ Soit a € R.
1
Montrer que la famille (—a) est sommable, si et seulement si, a > 2.
(p + q+ 1) (p,q)ENXN
1
vas2, Y — 1 —ta-1)

e (p+q+1)

a Exercice Ne 3. |Aller a la correction|

Soit (ay)nez une famille de nombres réels telle que la famille (n°a?),cz soit sommable.

N

@ Montrer que la famille (n%a,)nez est sommable et que n?a,| < o na?
q ( ) EZ q Z | | = \/g Z n

neZ nE”L

@ En déduire que les familles (a,)nez et (na,)nez sont sommables.

u Exercice Ne 4. [Aller a la correction|

1

—+00
@ Montrer que pour tout = €] — 1,1, an"—l — ﬁ
—

n=0

n—+m
2n+m

@ Montrer que la famille ( ) est sommable et sa somme vaut 8.
(n,m)eN2

u Exercice Ne 5. |Aller a la correction|
Soit z € C tel que |2| < 2.

k
g 2.5 z

@ Justifier que, pour tout n > 2, la série E — est absolument convergente et calculer sa somme.
n

k>2
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k

@ En déduire que la famille <z_k> de nombres complexes est sommable.
n k.n=>2
+oo 22 +oo
® Dé t — = k) — 1)z~
émontrer que ; o P ;(C( )—1)z
+o0
@ En déduire la valeur de la somme Z(C (k) —1).
k=2

u Exercice Ne 6. |Aller a la correction|
Soit x €] — 1, 1].

P

@® Montrer que la famille ( a

est sommable.
np-‘rl
n,p>1

+o0o +oo
1 1
@ En déduire que ZC(p + 1)aP = Z < — —>.

n—=x n
p:l n=1

u Exercice Ne 7. La constante d’Euler [Aller a la correction|

n

1
® On définit la suite (z,),>1 par z, = Z e In(n).

k=1

1
M —E, o~ ———.
(a) Montrer que x,, — T,,_1 o T

(b) En déduire que la suite (z,),>1 est convergente. Notons v sa limite. 7 s’appelle la
constante d’Euler.

+oo
. 1 1
Etablir la relati = ——In(1+4+ -
(c) Etablir la relation ~ ng_l (n n ( + n))

—1)*
@ (a) Montrer que la famille <( ) > est sommable.
kn>2

i
L G ol v 1 (DR M o~ (-1 k) —
(b) On admet que Vz €] —1,1], n(a?—{—l)—; P ontrerquekz:;TC( ) =7

| Exercice Ne 8. Indicatrice d’Euler [Aller a la correction
Pour tout n € N*, on pose I, = {(p,q) € N* x N*, pg=n} et p(n) =card{k € [0,n], kAn=1}
On admet que Z o(p) = n.

p=1
p divise n

® Montrer que (I,),en+ est une partition de N* x N*.

, (=1 _ =op
@ Etablir la relation Vax > 2, ——= = Z .
() &
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Corrigé de I’exercice Ne 1. [Retour a ’énoncé|

Pour tout n € Z, on pose a, = ¢,
On sait que (a,,)nez est sommable, si et seulement si, Z a_p et Z a, sont absolument convergentes.

n>0 n>1
Dans ce cas on a : E an = E a_p + g an
nez
Comme les séries géométrlques E a_p = E q" et E ay, = E q" sont absolument convergentes, si
n=0 n>0 n>1 n>1

et seulement si, |g| < 1, alors (¢"),ez est sommable, si et seulement si, |g| < 1.
Pour tout ¢ € C tel que |¢| < 1, on a

Zq'”'-Zq' "'+Zq‘"‘—2q +Zq —1—|—22q —1+2q%—1—+z

ne”

Corrigé de I’exercice Ne 2. [Retour a ’énoncé]

@ Montrons que (I,,)nen est une partition de N x N.
e Pour tout (p,q) € Nx N, (p,q) € I,14 donc N x N = U[”'

neN
e Soit n,m € N tel que n # m, par 'absurde supposons que I,, N [,, # .

Soi (p,q) € I, N I, alors (p,q) € I, et (p,q) € I,,, par suite p+qg = n et p+ g = m, d’ou
n = m ce qui est absurde.
NxN=|]JI,
Donc neN alors (I,,)nen est une partition de N x N.
n#m=—[L,NI,=
Pour tout n € N, I,, = {(0,n), (1,n —1),...,(n,0)} donc card(l,) =n+ 1.

1

@ Pour tout n € N, [, est fini, alors (—
(p+q+1)°

) est sommable et
(P,9)EIn

1 B 1 card(l,) n+1 1
2 (P+g+l)e 2 (n+1)* (n+D* (n+1)* (n+1)!

(p,9)€ln (p,9)€Eln

D’apres le théoreme de sommation par paquets, on en déduit

4

1

Vn € N, (—1&) est sommable
1 (P+q+1) (p,q)€In
(—a) est sommable <«— e

(p +q+ 1) (p,q) ENXN 1

Z CIE converge absolument
n20 \ (p,g)€ln p L

\

1
Z +—> converge absolument
(p+4q
(p.a)€ln

- converge absolument

2
n>0
— Z 11 - converge absolument
n>0
>
n>l

1
P
n>1
a—1>1

<
<= a>2

II

converge
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D’apres le théoreme de somation par paquets, pour tout a > 2,

1
2 (p+q+1 Z p+q+1)

(p,q)ENXN (p,q) eIn
- Z < (n+ 1) )
-3 ( )
= C(
- 1 2
En particulier Z m =((2) = w

(p,q) ENXN

a Corrigé de I’exercice Ne 3. [Retour a I’énoncé|

® e Montrons que la famille (n®a,),cz est sommable.

1 1/1 1
Vn € Z*F, [na,| = n?lay| = = x (n3|ay|) < 5 <—2 —|—n6ai). car Va,b € R, |ab] < 5 (a® +b%).
n n

Comme les familles (na?),cz et <—2) sont sommables, par linéarité la famille
nez*

1 3 1
(§ (n()ai—i- —2)) est sommable, ainsi par le critere de comparaison, (n’a,)pez- est
nez*

sommable, par suite (n?a,)ncz est sommable.

3
e Montrons que Zn2|an| < % (Z n%i) :

nez neZ
Par 'inégalité de Cauchy Schwartz,

ZHQ‘CLH = Z n’la,| = Z % x (n®la,|) < (Z %) (Z n6a721>

ne”L nez* nez* nez*
1

+o00 1 400 1 ;
= ZW Z >_r'a;
n=1 n= nez
1 1 1 1
+o00 1 2 6 s 2 Wz 5 6 3 2
< (22 5) () = (2F) (Twe) - (T
n=1 nez nez neZ
. 1 3 1 /1 1,5,
@ e Vn € Z", |an| = — X (n|an]) < 3 —+na . car Va,b € R, \ab|§§(a +b°%).
n
Comme les familles (n®a?),cz et (—6) sont sommables, par linéarité la famille
"/ nez
1/1
(5 (—G—I—nﬁai)) est sommable, ainsi par le critere de comparaison, (ay)nez+ est
& nez*

sommable, par suite (a,),ez est sommable.

1 1
( +n6a2>. car Va,b € R, |ab|] < =
"

5 (a2 + b2).

1
o Vn € Z*, |na,| = nla,| = 3 X (n3|ay|) <

1
Comme les familles (na?),cz et <—4) sont sommables, par linéarité la famille

ettahrifouadl.wixsite.com/prepasmarrakech 4/@ ettahrifouad1@gmail.com



ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech

1/1
(§< 3 +n6a2>> est sommable, ainsi par le critere de comparaison, (na,),cz- est
e nezZ*

sommable, par suite (na,),cz est sommable.

u Corrigé de ’exercice Ne 4. [Retour a ’énonce]
@ Soit x €] — 1,1].

_1- x”“

Pour tout n € N, on pose S, ( Z x , comme S, est dérivable sur | — 1, 1],
Alors /
i o1 1 —gnt! nz"™ — (n+1)z" +1
= X = =
k=0 1-z (1—2)
Donc
zn: fgk—1 nz" ™ — (n+ 1)z + 1 1
g = —_—
— (1 —x)? n—+oo (1 — )2

par suite g ng™ ! converge et sa somme vaut

— )2’
= (1—1x)
. n+m
@ Montrons que la famille ( P ) est sommable et somme vaut 8.
2 (n,m)eN?
n-+m
Pour tout (n,m) € N, on pose z,,,, = S =

e Soit m € N, fixé. Montrons que la série E Tp,m converge absolument.
n>0

n+m 1 1\" 1\"
our tout n € N, x,, St om (n<2) +m<2> )

1 1
Comme les séries Z 5) et Z n (§> convergent, alors la série Z Tp,m converge et on a

n>0 n>0 n>0
+o0 n +o00 n 1
1 1 1 1 1 m+ 1

+oo
e Montrons que la série E g Tnm | converge.

m>0 \n=0
+o0o

m+ 1 NNt o\

Pour tout m € N, anmzwzm<§) +<§> )
m—1 m—1 +o0o

Comme les séries Z ( ) et Z ( ) convergent, alors la série Z (Z xnm>

m>0 m>0 m>0 \n=0

converge, alors la famille

) est sommable et sa somme
(n,m)eN?

+o00 +o00 +Oom+1 +oo 1 m—1 +o0 1 m—1
> s = (z) S5 X (3)

m=0 m=0

ettahrifouadl.wixsite.com/prepasmarrakech 5/@ ettahrifouad1@gmail.com



ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech

u Corrigé de I’exercice Ne 5. [Retour a ’énoncé
Soit z € C tel que |2| < 2.

E

— est
2

® Pour tout n > 2, = <

z’ |2|
n

e
n

k>2

k
e

< 1, alors la série géométrique 5
k=2

k
convergente, donc E — converge absolument et sa somme :
n
k=2

S e @
;E:;<ﬁ> :1—(2):77,(71—,2)

@ On a sait que

k
z
Vn > 2, E — converge absolument
n

Zk k>2
— est sommable «<—
kn>2

nk X P
’ E E —- | converge absolument
n
n>2 \k=2
Sk
e D’apres la question précédente, pour tout n > 2, g —- converge absolument et
n
k=2
+oo
SL=t
=
n n(n — z
= e=2)
2 1 1
z 9 ) -
eOna——— ~ 2°.—, puisque la série E — converge absolument,
n(n — z) notoo N n
n>2
52
Alors E E E ——— converge absolument.
n(n — z)
n>2 \ k=2 n>2

k

z
® Comme | — est sommable, alors
n kn>2

= Z (Zk (Z % — 1)) Z (2" (¢(k) — 1))
= D (C(k) = 1)2*

@ Pour z =1, on en déduit que

Y- = St =3 (- )

k=2 n=2
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Corrigé de ’exercice Ne 6

[Retour a I’énoncé|

@ On a sait que

e Pour tout n > 1, la série géométrique Z

‘E‘gm<1et
n

xz

~Y

n(n — ) n—o+oo

Alors » (Z )

e On a

p=2
est sommable <= too
T
n,p>2 E E converge absolument
np—i—l
n>1 \p=1

1 T\P
= = Z <—> converge absolument, car
n n

np+1
p=1

p=>1

“+00

>

p=1

X

&
n

L}

-1 () -

1 ) :
xr.—, puisque la série 5 — converge absolument,
n2 nQ

n>2
Z -
n

nptl n(n — x)

converge absolument.

+1
n>1 p=1 g n>1 (TL I)
P
@ Comme ( ) est sommable, alors
np+1
n,p=>1
+oo - +o0 +oo +o0 +oo +oo +oo 1
_ p
IRESIED ) SE-ED ) LT 3 €9 ey
n=1 n=1 p=1 p=1 n=1 p=1 n=1
+00 “+oo
= > 2p+1) =) C((p+ 1)
p=1 p=1
{ Corrigé de I’exercice Ne 7. [Retour a ’énoncél
® (a) Pour tout n > 2
1 (1 1 1 n 1 1 1 1 i 1
Tp—Tp1=—+In[l—-——|=— ———+4o0| = =——+40|—
" n n n  2n? i 2n? W
D 1
One Tp —Tn-1  ~ —o 5

(b) On sait que

(n)n>1 est convergente <= la série télescopique Z(xn

Comme z,, — T,

constant, d’apres

ettahrifouadl.wixsite.com

— x,_1) est convergente

n>2
- . 1 1 .
1 ~ ——— et la série de Riemann E — converge et ——— de signe
n—+oo 202 i 2n?
n>1
le critere d’équivalence g (x, — x,_1) converge.

n>2
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(c) Pour tout n > 1

i(%—m(wé)) -

PvlH

]
| =

n 1 n n
Y 'In ( ) =) (n(k + 1) — In(k))
1 k=1 k=1 k=1

B
??‘

S

—In(n+1)= (” %— >+ (In(n) —In(n + 1))

k=1

+1 n —
= z,+1n
n+1 n—>+oofy

+00
1 1
Donc E (— —1In ( —)) converge et E (— —1In <1 + —)> = 7.
n n
n>1 n=1

@ (a) On a sait que

wIH

k=1

—1)*
Vn > 2, Z ( ’ 2 converge absolument

k>2

+o00 (_ 1) k
Z g s converge absolument
n

n>2 \k=2

1 1 /1\"
= - < > \5 , puisque

. 1
— Vi
éométrique converge, par le critere de comparaison
n
k>2 k>2

—1)k
(( ) ) est sommable <
k.n>2

(=DF

e Pour tout n > 2,
- knk

1 1 -
—| < 3 < 1, alors la série

(—1)*
k k

converge absol-

ument.

1

e Puisque la suite { — positive, décroissante et converge vers 0, d’apres le critere
kn® /s

spécial des séries alternées,

S P
— knk | = | 2n2 |  2n2

_ 1
Comme la série de Riemann g —, converge, par le critere de comparaison,
n

n>2

Z Z ok converge, donc Z Z Tk converge absolument.
n>2 \|k=2 n>2 \k=2
~+o00 (_1)k:
(b) Montrons que Z C(k) =

(_1)k_ +oo +oo (_1>k +oo +oo (_1)k

Comme ( ) est sommable, alors Z Z — = Z )
kn>2 k=2 n=2 kn n

+o0o +oo (_1)k +o0o (_1)k +o0o +oo (_1)k +oo (_1)k

M
M
Il
M
M
M

(—1)k
knk

e Simplifions Z 2

S DL G S LS I G
Z(lmz _ k) ZH:< k) C(k)

n=1 n=1
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R e O
e Simplifions Z

knk
k=2
+o0 400 _ k +o0 — k
(—1)* (—1)*1 /1 1 )k 1 1
e e O T Z e U

+oo -1 k—1
Car Vo €] —1,1], In(z + 1) =

—

D’apres (x), on en déduit que

u Corrigé de I’exercice Ne 8. [Retour a I’énoncél

@ Montrons que (I,,)nen est une partition de N* x N*.
e Pour tout (p,q) € N* x N*, (p,q) € I,xq donc N* x N* = U I,.

neN*
e Soit n,m € N* tel que n # m, par 'absurde supposons que I,, N [,, # .

Soi (p,q) € I, N I, alors (p,q) € I, et (p,q) € I, par suite pg =n et pg = m, d'out n =m ce
qui est absurde

xN'= ] L
Donc neN alors (I,)nen+ est une partition de N* x N*.
n#m=—1I,NI,=

@ Soit z > 2

< 2(p) so SRS
) - 5
p=1 P p=1 ¢=1

D apres le theoreme de sommation par paquets, on obtient

—+00

:Z ZSO(I?) :§ ZSO

n=1 \(p,q)€ln (pQ) n=1 \(p,q)€ln
—+o00 1 —+00 1 n
- YLz ww)=-3i| > w0
=1 (p.9)€ln n=1 dp=,1
p divise n

car (p,q) € I, <= p divise n

n +oo +o00
. _ () _ .
Puisque ;:1 ©(p) = n, alors (;:1 p_x) ((x) = ngzl . C(x—1).
p divise n

L -1 XRelp)
Par suite —C@) = Z —
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