CPGE ERA MARRAKECH Probleme de Mathématiques

Probléme : Quelques sous-algebres de M, (R)

Soit n € N* et M,,(R) l'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels et A € M, (R).

e On dit que A est scalaire s’il existe o € K tel que A = a.1,.

e Pour P = Z o, X*, on note P(A) = ZakAk.
k=0 k=0
e Soit .4 une partie de M,,(R), on dit que A est une sous algebre de M,,(R) si

I,e A
VA, Be AVaeR, aA+Bec A
VA, Be A, AxBeA

o R[A] = {P(A); P € R[X]} est la sous-algebre de M,,(R) formée par les polynomes en A.
e D, (R) désigne la sous-algebre de M,,(R) des matrices diagonales.

e Soit A et B deux R-algebres et f: A — B, on dit que f est un morphisme d’algebres si

Va,be AVAER, f(Aa+b)=Af(a)+ f(b)
Va,be A, f(axb)= f(a)x f(b)
f(la) =15

Si de plus f est bijective, on parle d’'un isomorphisme d’algebres.

Partie Ne1 : Questions préliminaires.

@ Soit A € M,,(R) une matrice scalaire.
(a) Montrer que R[A] = vect(I},).
(b) Montrer que R[A] est un corps.

@ Soit B = diag(A1, Az, ..., An) € D, (R) telle que pour tout 4,5 € [1,n], \; # Aj si i # j.
(a) On consideére lapplication f : R, _1[X] — R™ définie par f(P) = (P(A1), P(A2),..., P(An)).
Montrer que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
(b) Montrer que pour tout P € R[X], P(B) = diag(P(\1), P(A2), ..., P(An)).
(c¢) Montrer que R[B] = D, (R).

® On considere A, B € M,,(R) semblables telles que B = P~1AP avec P € GL,(R).
(a) Montrer que pour tout polynéme Q € R[X], on a Q(B) = P~1Q(A)P.
On définit I'application g : R[A] — R[B] par g(Q(A)) = P~1Q(A)P.
(b) Montrer que g est un isomorphisme d’algebres.
(¢) Enoncer le résultat ainsi démontré.

Partie Ne2 : Etude d’un exemple'

Dans cette partie n =2 et A € M3(R) une matrice non scalaire.

® Montrer que A% — Tr(A)A + det(A)I, = 0.
@ Montrer que (I, A) est une base de R[A].
® Montrer que R[A] contient une matrice B telle que B? = —I5 si et seulement si (Tr(A4))? < 4det(A).

@ Dans cette question on suppose que (Tr(A))? < 4det(A).

Soit B € R[A4] telle que B2 = —I5.
(a) Montrer que (I2, B) est une base de R[A].
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(b) On considére f : R[A] — C une application linéaire définie sur la base (I, B) par f(Iz) =1 et f(B) =i.
(i) Justifier sans calcul que f est bijective.
(ii) Montrer que f est un isomorphisme d’algeébres.

(¢) En déduire que R[A] est un corps.

® Dans cette question on suppose que (Tr(A))? = 4det(A).

(a) Déterminer les matrices M € R[A] telles que M? = 0.
(b) Conclure que R[A] n’est pas un corps.

©® Dans cette question on suppose que (Tr(A))? > 4det(A).

(a) On considere la polynéme P(X) = det(X.I — A), montrer que P(X) = X2 — Tr(A)X + det(A).
(b) Soit A1, A2 les racines réelles de P et Vi, Vs € Mg 1(R) tels que AV, = A\, Vi
(i) Montrer que (V1, V) est une base de M3 1(R).
(ii) En déduire que A est semblable & B = <)E)1 )E) >
2
(d) En déduire que R[A] est isomorphe & Ds(R).
(e) Est ce que R[A] est un corps ?

Partie Ne3 : Quelques propriétés d’une sous algébre de M, (R)

Soit (A, +, x,.) une R-algebre de dimension finie n.

o L(A) désigne le R-espace vectoriel des endomorphismes d’espace vectoriel A.

o GL(A) désigne le groupe des automorphismes (endomorphismes bijectives) de A.
e U(A) le groupe des éléments inversibles de Panneau (A, +, X).

@ Soit a € A, on considere 'application f, : A — A définie par f,(z) =a x x.
(a) Montrer que f, € L(A).
(b) On suppose que A est commutative, montrer que f, € GL(A) <= a € U(A).
(c) A quelle condition sur a pour que f, soit un morphisme d’algebres.

@ On considere B une base de A et f: A — M, (R) définie par f(a) = Mats(fa)-
(a) Dans cette question seulement, A = C et B = (1,4) la base canonique de C, déterminer Matp(f.).
(b) Montrer que f est un morphisme injectif d’algebres.
(c) Vérifier que f(A) est une sous algebre de M,,(R).
(d) En déduire que A est isomorphe & une sous-algebre de M, (R).

® Enoncer le résultat ainsi démontré.

@ Dans cette question, A désigne une sous algebre de M., (R).

(a) On suppose que A contient une matrice non scalaire M telle que I\ € R, M — \.I,, n’est pas inversible. Montrer
que A ne peut pas étre un corps.

(b) En déduire que D,,(R) n’est pas un corps.

(c¢) On suppose que A est integre.

(i) Soit A € A une matrice non nulle, montrer que l'application f4 : A — A définie par f4(X) = AX est un
automorphisme du R-espace vectoriel A.

(ii) En déduire que A est un corps.

*k* Fin de ’énoncé ***
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Partie Ne1 : Questions préliminaires.

@ Soit A € M,,(R) une matrice scalaire.
(a) Montrons que R[A] = vect(I},).
Comme A est une matrice scalaire, alors IA € R, A = AI[,,.

o Soit M € R[A], alors il existe P = Zaka € R[X], tel que M = P(A)
k=0

comme Yk € [0,7], A¥ = o*I,,, alors M = P(A) = ZakAk = (Z ozk)\k> I, = P(\) 1, € vect(I,).

k=0
e Soit M € vect(I,), alors il existe 8 € R, M = ﬁ[n = ,BAO P(A) e R[A] ou P = BX° = 3.
On en déduit alors que R[A] = vect(1,,).
(b) Montrons que R[A] est un corps.
e D’apres ’énoncé R[A] est une sous algebre de M, (R), donc R[A] est un anneau.
e Montrons que R[A] est commutatif.
Soit M, N € R[A] = vect([,), alors Ja, 5 € R, tel que M = al,, et N = I,
Donc M x N = af1, = fal, = N x N.
e Montrons que tout élément M € R[A] non nul est inversible.
Soit M € R[A] = vect(I,,) non nul, alors Ja € R*, tel que M = «l,,, comme M x (é]n) = I,,, alors M est inversible
et M1 = é]n.
Donc R[A] est un corps.

@ Soit B = diag(A1, A2, ..., An) € D, (R) telle que pour tout 4,5 € [1,n], A\; # Aj si i # j.

(a) On considere Papplication f : R,,—1[X] — R™ définie par f(P) = (P(A1), P(A2), ..., P(An)).
Montrer que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

e Montrons que f est linéaire.

Soit P,Q € R,_1[X] et « € R

f(P+aQ) = ((P+aQ)(M),.... (P +aQ)(A\))
(P(A1) + aQ(A1), -, P(An) + aQ(An))
(P(A1); s P(An)) + (Q(A1), -, Q(An))
= f(P)+af(Q)

e Montrons que f est bijective.

Comme dim(R,,—1[X]) = (n — 1) + 1 = n = dim(R"), il suffit de montrer que f est injective.

Soit P € Ker(f), alors f(P) = (P(\1),...,P(A\n)) = (0,...,0), donc P(A\) =...= P(A\,) =0

Donc P admet n racines deux & deux distincts, puisque deg(P) <n — 1, alors P = 0, donc f est injective.

(b) Montrons que pour tout P € R[X], P(B) = diag(P(\1), P(A2), ..., P(Ay)).

Soit P = Zaka € R[X], comme Yk € [0, 7], B¥ = diag(\F, ..., \F), alors
k=0

B) =) apB" =" ajdiag(\}, ..., \§) = diag <Z A, ZakAig> = diag(P(A\1), P(A2), ..., P(A\n))
k=0 k=0 k=0

k=0

(¢) Montrons que R[B] = D, (R).

e On a VP € R[X], P(B) = diag(P(M), P(A2), ..., P(Ay)) € Dy(R), donc R[B] € D,(R).

e Réciproquement, soit M € D, (R), alors 361, ..., B, € R tel que M = diag(f, ..., Bn)

Comme f : R,_1[X] — R" est bijective et (B1,...,5,) € R", alors il existe P € R,,_1[X], tel que f(P)

1 =
(P(M),P(A2), ..., P(An)) = (B1, ...y Bn), donec M = diag(f1, ..., Bn) = diag(P(A1), P(A2), ..., P(\,)) = P(B) € R[B]
On en déduit alors que R[B] = D, (R).

® On consideére A, B € M, (R) semblables telles que B = P~'AP avec P € GL,(R).
(a) Montrons que pour tout polynéme Q € R[X], on a Q(B) = P~1Q(A)P

Soit Q = Zaka.

ettahrifouadl.wixsite.com/prepasmarrakech 3 ettahrifouad1@gmail.com


ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech

CPGE ERA MARRAKECH Corrigé Probleme

Comme B = P~YAP, alors Vk € [0,7], B¥ = P~1A*P (vécurrence sur k), donc
B)=> aB"=> aPtAkP=p! (Z ozkAk> P =P 'QA)P
k=0 k=0 k=0

On définit application g : R[A] — R[B] par g(Q(A)) = P~1Q(A)P

(b) Montrons que g est un isomorphisme d’algebres.
Montrons g est un morphisme d’algebres.
Soit @, H e R[X] et A€ R

JOQA) + H(A) = g(AQ+ H)(A) = P (AQ+ H)(B)P = P~'(A\Q(B) + H(B))P
— AP'Q(B)P + P~'H(B)P = Ag(Q(A)) + g(H(B))

9(Q(A) x H(A)) = ((Q x H)(A) == P”(Q x H)(B)P = P~'Q(B)H (B)P
= (PT'Q(B)P)(PT'H(B)P) = g(Q(A)) x 9(Q(B))

)
e Soit @ =1 = X° donc Q(A) = Q(B) = I,,, ainsi g(I,,) = g(Q(A)) = P71Q(B)P = P~'P = I,.
Ainsi g est un morphisme d’algebre.
Montrons g est bijective.
Il est clair que g est surjective, montrons qu’elle est injective.
Soit Q € R[X], g(Q(A)) =0 < P1Q(A)P =0 += P(P!Q(A)P)P~ ' =0 < Q(A) =
Donc g est bijective, par suite g est un isomorphisme d’algebres.
(c) Si les matrices A et B sont semblables, alors les algebres R[A] et R[B] sont isomorphes.

Partie Ne2 : Etude d’un exemple'

Dans cette partie n =2 et A € M3(R) une matrice non scalaire.

® Montrer que A2 — Tr(A)A + det(A)I5 = 0.
2
Soit A = (c Z), on a Tr(A) = a+d et det(A) = ad — bc et A% = (a b ab—i—bd) donc

ac+cd be+d?

2 2
2 _(a"+tbc ab+bd\ (a*+ad ab+bd\ (ad—bc 0 (0 0
A"~ Tr(A)A + det(A) ] = (ac +ecd be+ d? ac+cd ad+ d? 0 ad—bc)  \0 O

@ Montrons que (I3, A) est une base de R[A].

e Montrons que (I, A) est libre.

Soit a, 5 € R tel que als + FA =0

Si B # 0, alors A = _%_[2, donc A est une matrice scalaire, ce qui est absurde, donc 5 = 0, ainsi aly = 0, d’ou
a =0 car I # 0.

Alors a = 8 = 0, donc la famille (I, A) est libre.

e Montrons que (I, A) est génératrice de R[A].

Soit P € R[X], par la division euclidienne de P par X2 — Tr(A)X + det(A), il existe Q, R € R[X] tel que
P=(X?—-Tr(A)X +det(A))Q + R et det(R) < 2.

Donc P(A) = R(A), car A2 — Tr(A)A + det(A) I, = 0.

Puisque deg(R) < 2, alors Ja,b € R, tel que R = a + bX, ainsi P(A) = als + bA € vect(I3, A), donc la famille
(I, A) est génératrice de R[A].

Par suite (I2, A) est une base de R[A].

® Montrons que R[A] contient une matrice B telle que B? = —I si et seulement si (Tr(A4))? < 4det(A).
Soit B € R[A], comme (I3, A) est une base de R[A] alors 3!(a, 3) € R? tel que B = aly + BA, donc

B? = oI5+ 20BA + B2A% = o215 + 2aBA + B(Tr(A)A — det(A) L) = (a? — B2 det(A)) Iz + (208 + B°Tr(A))A
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Puisque la famille (I, A) est une base de R[A], alors
B*= -1, < (a®—p3%det(A)] + (208 + B2Tr(A)A = —1,

—

A) =1

62 (G2 — det(4)) = -1
_ A

Ainsi

R[A] contient une matrice B telle que B2 = —I, <= 3Ja,f€R, B=al, + fAet B> = -1,

(d’apres ce qui précede, )

= Tr(f)2 —det(A) <0
— (Tr(A))? < 4det(A)

@ Dans cette question on suppose que (Tr(A))? < 4det(A).

Soit B € R[A] telle que B2 = —1I5.

(a) Montrons que (I, B) est une base de R[A].

Comme dim(R[A]) = 2, car (I3, A) est une base de R[A], il suffit de montre que (I2, B) est libre.

Soit a, B € R, tel que als + B =0

Si 8 #0, alors B = —%IQ, par suite —I, = B? = ‘5—212, d’ol g—i = —1 ce qui est absurde, puisque «, 8 € R, ‘g—z > 0.
Ainsi 8 = 0, par suite a = 0.

(b) On considére f : R[A] — C une application linéaire définie sur la base (I, B) par f(Iz) =1 et f(B) = .
(i) Puisque f : R[A] — C est linéaire et elle transforme une base (I2, B) de R[A] en une base
(f(I2), f(B)) = (1,i) de C, alors f est bijective.

(ii) Montrons que f est un isomorphisme d’algebres.

Comme f est linéaire et bijective et f(I2) = 1, il reste a prouver que VM, N € R[A], f(M x N) = f(M) x f(N).
Soit M, N € R[A], comme (I2,B) est une base de R[A], alors 3(a,b), (c,d) € R? tels que M = aly + bB et
N =cl, +dB

Donc M x N = acly + (ad + be)B + bdB? = (ac — bd)Is + (ad + bc) B, comme f est linéaire, alors f(M x N) =
(ac —bd) f(I2) + (ad + be) f(B) = (ac — bd) + (ad + be)i

D’autre part f(M) x f(M) = (af(I2) + bf(B)) x (cf(I2) + df (B)) = (a + bi) x (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be)i
Ainsi f(M x N) = f(M) x f(N).

(c) Montrons que R[A] est un corps.
Puisque f : R[A] — C est un isomorphisme d’algébres, alors c¢’est un isomorphisme d’anneaux, puisque I’anneau
C est un corps, alors R[A] est un corps.

® Dans cette question on suppose que (Tr(A))? = 4det(A). dans ce cas B n’existe pas !?

(a) Déterminons les matrices M € R[A] telles que M? = 0.
Soit M € R[A], comme (I3, A) est une base de R[A], alors Ja, 5 € R tel que M = al; + SA,

donc M? = (a? — 2 det(A))I5 + (208 + B2Tr(A))A = (o — ZEE 1, | (208 + B2Tr(A))A.

ettahrifouadl.wixsite.com/prepasmarrakech 5 ettahrifouad1@gmail.com


ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech

CPGE ERA MARRAKECH Corrigé Probleme

Comme (I, A) est une base de R[A], alors

M?=0 <= (a®— M)b + (208 + B*Tr(A)A =0
{az _ 52<TZ<A>>2 —0

208 + B2Tr(A) =0

Si 8 =0, alors a =0, donc M = 0.
Si 8 #£ 0, alors

B (Tr(A)? _
M2 =0 {062 -4 T 0

2a 4 BTr(A) =0

2 _ BA(Tr(A)? _
— (¥ a =0
o= _BTrQ( )

_ BTi(4)

>
2

On conclut alors que les matrices M € R[A] telles que M? = 0 sont de la forme —ﬁTrT(A)IQ + BA avec B € R.
(b) D’apres la question précédente, IM € R[A] non nul tel que M x M = 0, donc M n’est pas inversible, par suite
R[A] n’est pas un corps.

©® Dans cette question on suppose que (Tr(A))? > 4det(A).

b

a
(a) On pose A = (c d

> € My (R), alors

P(X) = det(X.I — A) = ’X__C“ X‘_”d‘ — (X —a)(X —d)—be = X2 — (a+d) X +ad—be = X? — Tr(A)X +det(A)
(b) Soit A1, A2 les racines réelles de P et V1, Vs € My 1(R) tels que AV, = A\, V.

(i) Montrons que (Vi,V5) est une base de M 1 (R).

Soit a, 8 € R tel que aV; + BV, = 0.

Comme aV; 4 V5 = 0, alors A(aV; + fV2) = 0, donc aAV; + SAV, = 0, par suite ad; Vi + BAVo =0

aVi+ V=0 a\Vi+ BV =0
aM Vi + BAVo =0 aM Vi + BAVo =0
Puisque V5 # 0 (car (V1, Va) est libre) et Ay # A2 car le discriminant de P est strictement positif, alors 5 = 0, par
suite a = 0, car V7 # 0.

5 N

Donc ,ainsi S(A1 — A2)Va =0

)

A1 0
0 Ao
On considere f: Mz 1(R) — Moy 1(R) endomorphisme de M3 ;(R) canoniquement associé a A

On a Matp_(f) = A ou B, = ((é) , (2)) la base canonique de My 1(R) et Mat(y, v,)(f) = <>(\)1 )E) >
2

D’apres la formule de passage, on a A = P (%1 /{)
2

A0
0 /\2> sont semblables.

A0
0 X
alors d’apres la question @ (c) de la parie Nel, R[A] est isomorphe & R[B]

Comme D = diag(A1, A2) et A1 # Ao, d’apres la question @ (c) de la parie Nel, on a R[B] = D3(R), d’oti le résultat.

(ii) Montrons que A est semblable & B =

P! ot P est la matrice de passage de la base B, & la base

(V1,V2), donc A et (

(d) Puisque A et B = ( sont semblables.

0 1
00
par suite Dy(R) n’est pas un corps, ainsi R[A] ne lest pas.

(e) Comme M = ( ) € Dy(R) non nulle et M? = 0, alors M n’est pas inversible dans I'anneau Dy (R),
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Partie N23 : Quelques propriétés d’une sous algébre de M, (R)

@ Soit a € A, on considere 'application f, : A — A définie par f,(z) =a x x.
(a) Montrons que f, € L(A).
Soit z,y € Aet a € R, alors fo(ax+y) =ax (ax+y)=ax (ax)taxy=a(axz)+axy=caf(x)+ fuly).

(b) On suppose que A est commutative, montrons que f, € GL(A) <= a € U(A).

= Onaly€Aet f, : A — A est bijective, alors Iz € A tel que f,(z) =1, donc x x a = a x x = 14,

alors a est inversible.

<= Si a est inversible, alors Vo € A, fy o fo-1(z) = fala ™t x2) =ax (et x2) = (a7 xa) xz =2 = Ida(x),

donc f, 0 fo—1 = Idy, de méme f,-1 o f, = Id 4, donc f, est bijective et (f,) Y= fo.

(c) Si f, est un morphisme d’algebres, alors f,(14) = 14, donc a =14
Réciproquement, si a = 14, alors f, = Id 4 est un morphisme d’algebres.

@ On considére B une base de A et f: A — M, (R) définie par f(a) = Matp(fs).

(a) Dans cette question seulement, A = C et B = (1,4) la base canonique de C, déterminons Matg(f.).
Posons z = a + ib avec (a,b) € R?, On a f,(1) =2 =a + bi et f,(i) = z.i = —b + ai, donc Matg(f.) = (Z _ab>
(b) Montrons que f est un morphisme injectif d’algebres.

Soit a,b € Aet A € R,

Il est clair que fx.q+6 = A-fo + fo et faoxo = fao fo et fi, = Idg.

o f(Aa+0b) = Matg(fratp) = Matg(\.fo + fo) = AMatg(fa) + Mats(fy) = X.f(a) + f(b).

° f(a X b) = MatB(faxb) = Matg(fa o fb) = Matg(fa) X Matg(fb) = f(a) X f(b)

[ f(lA) = Matg(flA) = MatB(IdA) = In.

Donc f est un morphisme d’algebres.

e Montrons que f est injectif.

Soit a € Ker(f), alors f(a) =0, d’'ou Matp(f,) =0, donc f, =0, en particulier f,(14) =0, donc a =0,
par suite f est injectif.

(¢) Comme A est une R-algebre et f est un morphisme d’algebres, alors f(A) est une sous algebre de M, (R).

(d) Comme f : A — M,(R) est un morphisme d’algebres injectif, alors f : A — f(A) est un isomorphisme
d’algebres, donc A est isomorphe a f(.A) qui est une sous-algebre de M., (R).

@ Toute algebre de dimension finie n est isomorphe & une sous-algebre de M., (R).

@ Dans cette question, A désigne une sous algebre de M., (R).
(a) Comme M — A.I,, # 0 car M n’est pas une matrice scalaire, puisqu’elle n’est pas inversible, alors A ne peut pas
étre un corps.

(b) Pour M = diag(2,1,...,1) € D,(R) et A\ = 1, M n’est une matrice scalaire et M — A, = diag(1,0,...,0)
n’est pas inversible, d’apres la question précédente D,,(R) n’est pas un corps.

(c) On suppose que A est integre.

(i) Soit A € A une matrice non nulle, montrer que lapplication f4 : A — A définie par f4(X) = AX est un
automorphisme du R-espace vectoriel A.

D’apres la question la question @, du partie Ne3, on a f4 est un endomorphisme de A.

Comme A est de dimension finie, il suffit de montrer que f4 est injective.

Soit X € Ker(fa), alors f4(X) =0, donc AX = 0, comme A est integre et A # 0, alors X = 0, d’ou f4 est injective.

(ii) Comme l'algebre (A, +, x, . ) est integre, alors (A, +, X) est un anneau commutatif.

(par définition A est inteégre s’elle est commutative et ....) Il suffit alors de montrer que tout élément non nul A de
A est inversible.

Comme A est non nulle, alors f4 est bijective, par suite 3X € A, tel que fa(X) = I,,, dou AX = I, ainsi A est
inversible, d’ou A est un corps.

Fak Py RRE
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