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Série d’exercices : Séries entières

Exercice � 1.
Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entières suivantes :

¬
∑
n≥1

ln(n)zn, ­
∑
n≥0

cos(n)zn, ®
∑
n≥0

n(−1)nzn, ¯
∑
n≥0

(
2n

n

)
z2n+1, °

∑
n≥0

(
√
n)(−1)

n

ln

(
1 +

1√
n

)
zn.

Exercice � 2.

Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entières
∑
n≥0

cos(nθ)

n!
zn et

∑
n≥0

sin(nθ)

n!
zn,

où θ est un réel fixé.

Exercice � 3.
Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entière réelle :∑

n≥0

n2 − 1

n+ 2
xn

Exercice � 4.

¬ On note respectivement R, RP et RI les rayons de convergence des séries entières
∑
n≥0

anz
n,∑

n≥0

a2nz
2n et

∑
n≥0

a2n+1z
2n+1. Montrer que R = min(RP , RI) et pour tout z ∈ C tel que |z| < R

:
+∞∑
n=0

anz
n =

+∞∑
n=0

a2nz
2n +

+∞∑
n=0

a2n+1x
2n+1

­ Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entière
∑
n≥0

anx
n avec

{
a2n = 4n

a2n+1 = 5n+1

Exercice � 5.

Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R. Montrer que, pour tout entier p ≥ 2, le

rayon de convergence de la série entière
∑

anz
pn est Rp =

{
p
√
R si R est fini

+∞ si R = +∞
(on dit que la série

∑
anz

pn est lacunaire).

Exercice � 6.

On pose pour tout n ≥ 1, Hn =
n∑
k=1

1

k
.
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¬ Montrer que
∑
n≥1

Hnz
n est de rayon 1. Étudier la convergence de

∑
n≥1

Hnz
n pour |z| = 1.

­ Calculer pour tout x ∈ R tel que |x| < 1, la somme
+∞∑
n=1

Hnx
n (Penser à utiliser le produit de

Cauchy).

Exercice � 7.

Soit
∑
n≥0

anx
n une série entière de rayon de convergence R et f sa somme.

Montrer que si
∑
n≥0

anR
n converge absolument, alors f est bien définie et continue sur [−R,R].

Exercice � 8.

On pose f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
xn, x ∈ R.

¬ Déterminer I le domaine de définition de f .
­ Montrer que f est continue sur ]− 1, 1].

® Soit x ∈]− 1, 0[. Calculer f(−x2), en déduire que f(x) =
1

2
√
−x

ln

(
1 +
√
−x

1−
√
−x

)
.

¯ Soit x ∈]0, 1[. Calculer f(x2), en déduire que f(x) =
1√
x

arctan(
√
x).

° En déduire que π = 4
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

Exercice � 9. Théorème de Liouville

Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0 et sa somme f .

¬ Montrer que pour tout r ∈]0, R[ et n ∈ N, an =
1

2πrn

∫ 2π

0

f(reiθ)e−inθdt (Formule de Cauchy)

­ En déduire que ∀n ∈ N, |an| ≤
M(r)

rn
avec M(r) = max

|z|=r
|f(z)|.

® En déduire que si R = +∞ et f est bornée sur C, alors elle est constante (Théorème de Liouville)

Exercice � 10.

Soient
∑
n≥0

anx
n et

∑
n≥0

bnx
n de séries entières de rayon de convergence ≥ 1. On note respectivement

f et g leur sommes.

On suppose que ∀n ∈ N, bn > 0 et
∑
n≥0

bn diverge.

¬ Montrer que lim
x→1
x<1

g(x) = +∞.

­ On suppose que an ∼
n→+∞

bn (donc an − bn = o
n→+∞

(bn)).

(a) Soit ε > 0. Montrer qu’il existe N ∈ N, tel que pour tout x ∈ [0, 1[∣∣∣∣∣
+∞∑
n=N

(an − bn)xn

∣∣∣∣∣ < ε
+∞∑
n=N

bnx
n

(b) En déduire que f(x) ∼
x→1
x<1

g(x).

® Application: on pose pour tout n ≥ 1, Hn =
n∑
k=1

1

k
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Montrer que Hn ∼
n→+∞

ln(n). En déduire que
+∞∑
n=1

ln(n)xn ∼
x→1
x<1

ln(1− x)

x− 1

Exercice � 11. Extrait du CNC 2006

¬ Montrer que la fonction t 7−→ ln(1 + t)

t
est intégrable sur l’intervalle sur ]0, 1].

­ Préciser le rayon de convergence et la somme de la série entière
∑
n≥0

(−1)n
xn

n+ 1
.

® Montrer que cette série entière converge uniformément sur le segment [0, 1].

¯ On rappelle que
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
, montrer alors que

∫ 1

0

ln(1 + t)

t
=
π2

12
.

Exercice � 12. Fonction zêta de Riemann

On rappelle que ∀x > 1, ζ(x) =
+∞∑
p=1

1

px
.

¬ Montrer que ζ(x) →
x→+∞

1.

­ Préciser le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥2

ζ(n)

n
xn.

® On pose (lorsqu’il existe) ∀x ∈ R, f(x) =
+∞∑
n=2

ζ(n)

n
xn.

(a) Montrer que le domaine de définition de f est [−1, 1[.
(b) Montrer que f est continue sur [−1, 1[ et de classe C1 sur ]− 1, 1[.

Exercice � 13.
On considère les fonctions f , définie sur R par :

f(x) =


1− cos(x)

x2
si x 6= 0

1

2
si x = 0

¬ Montrer que f est de classe C∞ sur R et déterminer f (n)(0) pour tout n ∈ N.

­ On considère la fonction g : R∗ → R définie par: ∀x ∈ R∗, g(x) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt.

Montrer que g se prolonge en une fonction continuité en 0 (notée encore g) en précisant g(0), puis
montrer que g est de classe C∞ sur R.

Exercice � 14. Séries entières et équations différentielles

¬ Déterminer une solution développable en série entière des équation différentielle

2x(1 + x)y′′ + (5x+ 3)y′ + y = 0

­ Déterminer, en précisant leur rayon de convergence, les solutions développables en série entière de
l’équation différentielle :

xy′′ + (x− 2)y′ − 2y = 0

Exercice � 15. Développement en série entière

Montrer que la fonction f définie sur ] − 1, 1[ par f(x) =
arcsin(x)√

1− x2
. est solution d’une équation

différentielle linéaire du premier ordre. En déduire le développement en série entière de cette fonction.
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Corrigé de l’exercice � 1.

¬ Déterminons le rayon de convergence de
∑
n≥1

ln(n)zn.

Pour tout n ≥ 2, an = ln(n) 6= 0 et

|an+1|
|an|

=
ln(n+ 1)

ln(n)
=

ln(n) + ln
(
1 + 1

n

)
ln(n)

= 1 +
ln
(
1 + 1

n

)
ln(n)

−→
n→+∞

1 = `

Donc Rcv

(∑
n≥1

ln(n)zn

)
=

1

`
= 1.

­ Déterminons le rayon de convergence de
∑
n≥0

cos(n)zn.

Comme (cos(n))n∈N est bornée, alors Rcv

(∑
n≥0

cos(n)zn

)
≥ 1.

Or (cos(n))n∈N ne converge pas vers 0, alors Rcv

(∑
n≥0

cos(n)zn

)
≤ 1.

On en déduit alors que Rcv

(∑
n≥0

cos(n)zn

)
= 1.

® Déterminons le rayon de convergence de
∑
n≥0

n(−1)nzn.

Pour tout n ≥ 1, on a
1

n
≤ n(−1)n ≤ n, alors

Rcv

(∑
n≥1

nzn

)
≤ Rcv

(∑
n≥1

n(−1)nzn

)
≤ Rcv

(∑
n≥1

1

n
zn

)

Puisque Rcv

(∑
n≥1

nzn

)
= Rcv

(∑
n≥1

1

n
zn

)
= 1, alors Rcv

(∑
n≥1

n(−1)nzn

)
= 1.

¯ Déterminons le rayon de convergence de
∑
n≥0

(
2n

n

)
z2n+1.

Pour tout n ∈ N et z ∈ C∗, on pose un(z) =

∣∣∣∣(2n

n

)
z2n+1

∣∣∣∣ =

(
2n

n

)
|z|2n+1 =

(2n)!

(n!)2
|z|2n+1 > 0.

On peut appliquer la règle d’Alembert pour les séries numériques :

un+1(z)

un(z)
=

(2n+ 1)(2n+ 2)

(n+ 1)2
|z|2 −→

n→+∞
4|z|2

or 4|z|2 < 1⇐⇒ |z| < 1

2
, alors

I Si |z| < 1

2
, alors 4|z|2 < 1, d’après la règle d’Alembert,

∑
n≥0

un(z) converge, par suite

∑
n≥0

(
2n

n

)
z2n+1 converge absolument, en particulier elle est convergente.

I Si |z| > 1

2
, alors 4|z|2 > 1, d’après la règle d’Alembert,

∑
n≥0

un(z) diverge grossièrement, par

suite
∑
n≥0

(
2n

n

)
z2n+1 diverge grossièrement.
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On en déduit alors que R =
1

2
.

° Déterminons le rayon de convergence de
∑
n≥0

(
√
n)(−1)

n

ln

(
1 +

1√
n

)
zn.

Pour tout n ≥ 1,

1√
n

ln

(
1 +

1√
n

)
≤ (
√
n)(−1)

n

ln

(
1 +

1√
n

)
≤
√
n ln

(
1 +

1√
n

)

I Comme
1√
n

ln

(
1 +

1√
n

)
∼

n→+∞

1√
n
× 1√

n
=

1

n
, alors

Rcv

(∑
n≥1

1√
n

ln

(
1 +

1√
n

)
zn

)
= Rcv

(∑
n≥1

1

n
zn

)
= 1

I Comme
√
n ln

(
1 +

1√
n

)
∼

n→+∞

√
n× 1√

n
= 1, alors

Rcv

(∑
n≥1

1√
n

ln

(
1 +

1√
n

)
zn

)
= Rcv

(∑
n≥1

zn

)
= 1

On en déduit alors que Rcv

(∑
n≥1

(
√
n)(−1)

n

ln

(
1 +

1√
n

))
= 1.

Corrigé de l’exercice � 2.

Remarquons que

cos(nθ) =
einθ + e−inθ

2
et sin(nθ) =

einθ − e−inθ

2i

Considérons alors la série entière
∑
n≥0

anz
n, où an =

einθ

n!
.

Comme

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
1

n+ 1
→

n→+∞
0, on déduit que le rayon de convergence de cette série est +∞ pour

tout réel θ.

On déduit que les séries entières
∑
n≥0

cos(nθ)

n!
zn et

∑
n≥0

sin(nθ)

n!
zn ont aussi un rayon de convergence

infini. Pour tout nombre complexe z, on a :

+∞∑
n=0

einθ

n!
zn =

+∞∑
n=0

(
eiθz

)n
n!

= ee
iθz

Alors
+∞∑
n=0

cos(nθ)

n!
zn =

ee
iθz + ee

−iθz

2
= ez cos(θ)

eiz sin(θ) + e−iz sin(θ)

2

et
+∞∑
n=0

sin(nθ)

n!
zn =

ee
iθz − ee−iθz

2i
= ez cos(θ)

eiz sin(θ) − e−iz sin(θ)

2i
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Corrigé de l’exercice � 3.

Par le critère d’Alembert pour les séries entières cette série entière est de rayon de convergence vaut

1. Notons f(x) =
+∞∑
n=0

n2 − 1

n+ 2
xn sa somme pour tout x ∈]− 1, 1[.

La fonction g : x 7→ x2f(x) =
+∞∑
n=0

n2 − 1

n+ 2
xn+2 est C∞ sur ]− 1, 1[ avec :

g′(x) =
+∞∑
n=0

(n+ 1)(n− 1)xn+1 = x3
+∞∑
n=2

n(n− 1)xn−2 + x2
+∞∑
n=1

nxn−1 − x
+∞∑
n=0

xn

= x3
(

1

1− x

)′′
+ x2

(
1

1− x

)′
− x 1

1− x
=

2x3

(1− x)3
+

x2

(1− x)2
− x

1− x

=
2x3 + x2(1− x)− x(1− x)2

(1− x)3
=

3x2 − x
(1− x)3

Par décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle
3x2 − x
(1− x)3

, on en déduit que

g
′
(x) =

3

1− x
− 5

(1− x)2
+

2

(1− x)3

Par suite et

g(x) = −3 ln(1− x)− 5

1− x
+

1

(1− x)2
+ c

Puisque g(0) = 0 = −4 + c. On a donc :

x2f(x) = −3 ln(1− x)− 5

1− x
+

1

(1− x)2
+ 4 =

x(4x− 3)

(1− x)2
− 3 ln(1− x)

Finalement

∀x ∈]− 1, 1[\{0}, f(x) =
4x− 3

x(1− x)2
− 3

ln(1− x)

x2

Corrigé de l’exercice � 4.

¬ On note


I = {r ≥ 0, (anr

n)n∈N est bornée}
IP = {r ≥ 0, (a2nr

2n)n∈N est bornée}
II = {r ≥ 0, (a2n+1r

2n+1)n∈N est bornée}

r ∈ I ⇐⇒ (anr
n)n∈N est bornée

⇐⇒ (a2nr
2n)n∈N est bornée et (a2n+1r

2n+1)n∈N est bornée

⇐⇒ r ∈ IP est bornée et r ∈ II
⇐⇒ r ∈ IP ∩ II

Alors I = IP ∩ II , par suite

R = sup(I) = sup(IP ∩ II) = min(sup(IP ), sup(II)) = min(RP , RI)

Soit z ∈ C tel que |z| < R.

Comme
+∞∑
n≥00

anz
n est absolument convergente, alors la suite (anz

n)n∈N est sommable, par une som-

mation par paquets, on en déduit que :

+∞∑
n=0

anz
n =

+∞∑
n=0

a2nz
2n +

+∞∑
n=0

a2n+1z
2n+1
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­

I Rayon de convergence de
∑
n≥0

4nz2n.

On a
|4n+1z2n+2|
|4nz2n|

= 4|z|2 −→
n→+∞

4|z|2, donc RP =
1

2
.

I Rayon de convergence de
∑
n≥0

5n+1z2n+1.

On a
|5n+2z2n+3|
|5n+1z2n+1|

= 5|z|2 −→
n→+∞

5|z|2, donc RI =
1√
5

.

I On déduit alors que
∑
n≥0

anz
n est de rayon de convergence R = min

(
1

2
,

1√
5

)
=

1√
5

.

I Soit z ∈ C tel que |z| < 1√
5

.

+∞∑
n=0

anz
n =

+∞∑
n=0

4nz2n +
+∞∑
n=0

5n+1z2n+1 =
+∞∑
n=0

(4z2)n + 5z
+∞∑
n=0

(5z2)n =
1

1− 4z2
+

5z

1− 5z2

Corrigé de l’exercice � 5.

I Si R = +∞, alors pour tout z ∈ C, la série
∑

anz
n converge,

en particulier
∑

anz
pn =

∑
an(zp)n est convergente, donc Rp = +∞.

I Si R est fini.

• Si |z| < p
√
R, alors |zp| < R, donc

∑
anz

pn =
∑

an(zp)n converge absolument.

• Si |z| > p
√
R, alors |zp| > R, donc

∑
anz

pn =
∑

an(zp)n diverge grossièrement.

On en conclut alors que Rp =
p
√
R.

Corrigé de l’exercice � 6.

Comme la série
∑
n≥1

1

n
diverge et à termes positifs, alors Hn =

n∑
k=1

1

k
−→
n→+∞

+∞.

¬

I Montrons que
∑
n≥1

Hnz
n est de rayon 1.

Pour tout n ≥ 1,

|Hn+1|
|Hn|

=
Hn+1

Hn

=
Hn + 1

n+1

Hn

= 1 +
1

(n+ 1)Hn

−→
n→+∞

1 = `

Donc R =
1

`
= 1.

I Étudions la convergence de
∑
n≥1

Hnz
n pour |z| = 1.

On a |Hnz
n| = Hn|z|n = Hn −→

n→+∞
+∞.

Donc Hnz
n 9
n→+∞

0, par suite
∑
n≥1

Hnz
n diverge grossièrement.

­ On a Hn =
n∑
k=1

1

k
=

n∑
k=1

akbn−k avec ∀n ≥ 1, an =
1

n
et ∀n ≥ 0, bn = 1. Ainsi

∑
n≥1

Hnx
n est le
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produit de Cauchy de
∑
n≥1

anx
n =

∑
n≥1

1

n
xn et

∑
n≥0

bnx
n =

∑
n≥0

xn.

Or Rcv

(∑
n≥1

1

n
xn

)
= Rcv

(∑
n≥0

xn

)
= 1, alors pour tout x ∈ R tel que |x| < 1, on a :

+∞∑
n=1

Hnx
n =

(
+∞∑
n=1

1

n
xn

)(
+∞∑
n=0

xn

)
= (− ln(1− x))

(
1

1− x

)
=
− ln(1− x)

1− x

Corrigé de l’exercice � 7.

I Montrons que f est bien définie sur [−R,R].
Soit x ∈ [−R,R],

|anxn| = |an||x|n ≤ |an|Rn = |anRn|

Comme
∑

anR
n converge absolument, donc

∑
|anRn| converge, par la règle de comparaison,

on en déduit que
∑
|anzn| converge, d’où

∑
anz

n est absolument convergente, e, particulier

elle est convergente.
Ainsi f est bien définie sur [−R,R].

I Montrons que f est continue sur [−R,R].
Nous allons appliquer le théorème de continuité pour les séries de fonctions.
Pour tout n ∈ N et x ∈ [−R,R], on pose fn(x) = anx

n

• Pour tout n ∈ N, fn est continue sur [−R,R].

• Montrons que
∑
n≥0

fn converge uniformément sur [−R,R].

Pour tout n ∈ N,

||fn||∞ = sup
x∈[−R,R]

|fn(x)| = sup
x∈[−R,R]

|anxn| = sup
x∈[−R,R]

|an||x|n = |an| sup
x∈[−R,R]

|x|n

= |an|Rn = |anRn|

Comme
∑

anR
n converge absolument, alors

∑
||fn||∞ =

∑
|anRn| est convergente,

d’où
∑

fn converge normalement (donc uniformément) sur [−R,R],

D’après le théorème de continuité, on en déduit que f est continue [−R,R].

Corrigé de l’exercice � 8.

On pose f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
xn, x ∈ R.

¬ Déterminons I le domaine de définition de f .

I On a

∣∣∣ (−1)n+1

2n+3

∣∣∣∣∣∣ (−1)n2n+1

∣∣∣ =
2n+ 1

2n+ 3
−→
n→+∞

1 = `, alors le rayon de convergence de
∑
n≥0

(−1)n

2n+ 1
xn est 1.

I Pour x = 1, la série alternée
∑
n≥0

(−1)n

2n+ 1
xn =

∑
n≥0

(−1)n

2n+ 1
est convergente.
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I Pour x = −1, la série
∑
n≥0

(−1)n

2n+ 1
xn =

∑
n≥0

1

2n+ 1
est divergente, car

1

2n+ 1
∼

n→+∞

1

2n
.

On en conclut alors que I =]− 1, 1].
­ Montrons que f est continue sur ]− 1, 1].

I Comme f est la somme d’une série entière de rayon 1, alors elle est continue sur ]− 1, 1[.

I Montrons que f est continue en 1
Nous allons appliquer le théorème de continuité en un point pour les séries de fonctions.

Pour tout n ∈ N et x ∈ I, on pose fn(x) =
(−1)n

2n+ 1
xn.

• Pour tout n ∈ N, fn est continue en 1.

• Montrons que
∑
n≥0

fn converge uniformément sur un voisinage de 1 dans I.

On a [0, 1] est un voisinage de 1 dans I.

Pour tout x ∈ [0, 1],

(
1

2n+ 1
xn
)
n∈N

est positive, décroissante et converge vers 0

Alors la série alternée
∑
n≥0

fn(x) =
∑
n≥0

(−1)n

2n+ 1
xn est convergente et de plus

∀x ∈ [0, 1],∀n ∈ N, |Rn(x)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

(−1)n

2n+ 1
xn

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣(−1)n+1

2n+ 3
xn+1

∣∣∣∣ =
1

2n+ 3
xn+1 ≤ 1

2n+ 3

Or la majoration est indépendante de x et converge vers 0, alors la convergence est uni-
forme sur [0, 1].

D’après le théorème de continuité en un point pour les séries de fonctions, on en déduit que f
est continue en 1

On en conclut alors que f est continue sur I.
® Soit x ∈]− 1, 0[.

I Calculons f(−x2).

On a f(−x2) =
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
(−x2)n =

+∞∑
n=0

x2n

2n+ 1
, donc

xf(−x2) =
+∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1
=

+∞∑
n=1

xn

n
−

+∞∑
n=1

x2n

2n
=

+∞∑
n=1

xn

n
− 1

2

+∞∑
n=1

(x2)n

n

= − ln(1− x) +
1

2
ln(1− x2) = ln

(√
1− x2
1− x

)

Alors f(−x2) =
1

x
ln

(√
1− x2
1− x

)
=

1

x
ln

(√
1 + x

1− x

)
=

1

2x
ln

(
1 + x

1− x

)
.

I Déduisons que f(x) =
1

2
√
−x

ln

(
1 +
√
−x

1−
√
−x

)
.

On a f(x) = f
(
−(
√
−x)2

)
=

1

2
√
−x

ln

(
1 +
√
−x

1−
√
−x

)
.

¯ Soit x ∈]0, 1[.
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I Calculons f(x2).

On a f(x2) =
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
(x2)n =

+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

2n+ 1
,

Donc xf(x2) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
= arctan(x), alors f(x2) =

arctan(x)

x
.

I Déduisons que f(x) =
1√
x

arctan(
√
x).

On a f(x) = f
(
(
√
x)2
)

=
arctan(

√
x)√

x
.

° Déduisons que π = 4
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
.

Comme f est continue en 1 et ∀x ∈]0, 1[, f(x) =
arctan(

√
x)√

x
.

Par passage à la limite, quand x tend vers 1−, on en déduit que f(1) = arctan(1) =
π

4
,

par suite
π

4
= f(1) =

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
, d’où le résultat.

Corrigé de l’exercice � 9.

¬ Soit r ∈]0, R[ et n ∈ N, on a

∫ 2π

0

f(reit)e−intdt =

∫ 2π

0

+∞∑
k=0

akr
kei(k−n)tdt

Pour tout k ∈ N et t ∈ [0, 2π], on pose fk(t) = akr
kei(k−n)t

I ∀k ∈ N, fk est continue sur [0, 2π].

I Vérifions que
∑
k≥0

fk converge uniformément sur [0, 2π].

Pour tout k ∈ N, ||fk||∞ = sup
t∈[0,2π]

|fk(t)| = |ak|rk, puisque r ∈]0, R[, alors la série
∑
n≥0

anr
n

converge absolument, donc
∑
k≥0

||fk||∞ converge, ainsi
∑
k≥0

fk converge normalement (donc

uniformément) sur [0, 2π].

D’après le théorème d’intégration sur un segment, on a

∫ 2π

0

f(reit)e−intdt =

∫ 2π

0

+∞∑
k=0

akr
kei(k−n)tdt =

+∞∑
k=0

∫ 2π

0

akr
kei(k−n)tdt

= 2πanr
n +

+∞∑
n=0
k 6=n

∫ 2π

0

akr
kei(k−n)tdt

= 2πanr
n +

+∞∑
n=0
k 6=n

akr
k

∫ 2π

0

ei(k−n)tdt︸ ︷︷ ︸
=0

= 2πanr
n

il s’ensuit que an =
1

2πrn

∫ 2π

0

f(reit)e−intdt
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­ D’après la question précédente, on a

∀n ∈ N, an =
1

2πrn

∫ 2π

0

f(reit)e−intdt, donc

|an| =

∣∣∣∣ 1

2πrn

∫ 2π

0

f(reit)e−intdt

∣∣∣∣ ≤ 1

2πrn

∫ 2π

0

|f(reit)e−int|dt =
1

2πrn

∫ 2π

0

|f(reit)|dt

Puisque pour tout t ∈ [0, 2π], |reit| = r, alors |f(reit)| ≤M(r), donc

|an| ≤
1

2πrn

∫ 2π

0

M(r)dt =
M(r)

rn

® Comme R = +∞, alors la fonction f est bien définie sur C, Or f est bornée, il existe M > 0,
tel que pour tout z ∈ C, |f(z)| ≤ M , donc pour tout r ∈]0,+∞[,M(r) = max

|z|=r
|f(z)| ≤ M ,

d’après la question précédente, on obtient ∀n ∈ N,∀r ∈]0,+∞[, 0 ≤ |an| ≤
M(r)

rn
≤ M

rn
.

Comme ∀n ≥ 1,
M

rn
→

r→+∞
0, alors an = 0, ainsi ∀z ∈ C, f(z) = a0,

par suite f est constante sur C.

Corrigé de l’exercice � 10.

¬ Montrons que lim
x→1
x<1

g(x) = +∞.

Comme ∀n ∈ N, bn ≥ 0, alors ∀x ∈ [0, 1[, bnx
n ≥ 0, donc ∀N ∈ N∗,

N∑
n=1

bnx
n ≤

+∞∑
n=1

bnx
n.

Or x 7→
+∞∑
n=0

bnx
n est croissante sur [0, 1[, donc admet une limite ` ∈ R ∪ {+∞} en 1.

En faisant tendre x vers 1 par valeurs inférieurs, on déduit que ∀N ∈ N∗,
N∑
n=1

bn ≤ `.

En faisant tendre N vers +∞, on obtient que +∞ ≤ `, donc ` = +∞.

(Rappelons que, si ∀n ∈ N, bn ≥ 0 et
∑
n≥0

bn diverge, alors
+∞∑
n=0

bn = +∞,

Dans ce ces
∑
n≥0

lim
x<1
x→1

(bnx
n) diverge, donc on ne peut pas appliquer le théorème de double limite).

­ On suppose que an ∼
n→+∞

bn (donc an − bn = o
n→+∞

(bn)).

(a) Soit ε > 0, comme an ∼
n→+∞

bn, alors an − bn = o
n→+∞

(bn),

Par définition, il existe N ∈ N, tel que ∀n ≥ N, |an − bn| ≤
ε

2
|bn| =

ε

2
bn.

Soit x ∈ [0, 1[∣∣∣∣∣
+∞∑
n=N

(an − bn)xn

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
n=N

|an − bn||xn|

≤
+∞∑
n=N

ε

2
bn|xn| =

ε

2

+∞∑
n=N

bnx
n.

(b) Montrons que f(x) ∼
x→1
x<1

g(x).
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Soit x ∈ [0, 1[, on a f(x)− g(x) =
+∞∑
n=0

(an − bn)xn =
N−1∑
n=0

(an − bn)xn +
+∞∑
n=N

(an − bn)xn Donc

|f(x)− g(x)| ≤
N−1∑
n=0

|an − bn|xn +

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=N

(an − bn)xn

∣∣∣∣∣
≤

N−1∑
n=0

|an − bn|xn +
ε

2

+∞∑
n=N

bnx
n

≤
N−1∑
n=0

|an − bn|︸ ︷︷ ︸
=MN

+
ε

2
g(x)

Puisque lim
x→1
x<1

MN

g(x)
= 0, ∃δ ∈]0, 1[, tel que ∀x ∈ [δ, 1[

MN

g(x)
<
ε

2
, donc MN <

ε

2
g(x).

D’où pour tout x ∈ [δ, 1[,

|f(x)− g(x)| ≤MN +
ε

2
g(x) < εg(x) = ε|g(x)|

Ainsi f(x) ∼
x→1
x<1

g(x).

® Application :

I Montrons que Hn ∼
n→+∞

ln(n).

Pour tout k ∈ N∗,

k ≤ t ≤ k + 1 =⇒ 1

k + 1
≤ 1

t
≤ 1

k

=⇒
∫ k+1

k

1

k + 1
dt ≤

∫ k+1

k

1

t
dt ≤

∫ k+1

k

1

k
dt

=⇒ 1

k + 1
≤
∫ k+1

k

1

t
dt ≤ 1

k

=⇒
n−1∑
k=1

1

k + 1
≤

n−1∑
k=1

∫ k+1

k

1

t
dt ≤

n−1∑
k=1

1

k

=⇒
n∑
k=2

1

k
≤
∫ n

1

1

t
dt ≤

n−1∑
k=1

1

k

=⇒ Hn − 1 ≤ ln(n) ≤ Hn −
1

n

=⇒ 1

n
+ ln(n) ≤ Hn ≤ 1 + ln(n)

=⇒ 1

n ln(n)
+ 1 ≤ Hn

ln(n)
≤ 1

ln(n)
+ 1

Puisque lim
n→+∞

1

n ln(n)
+ 1 = lim

n→+∞

1

ln(n)
+ 1 = 1, alors lim

n→+∞

Hn

ln(n)
= 1, soit Hn ∼

n→+∞
ln(n).

I Montrons que
+∞∑
n=1

ln(n)xn ∼
x→1
x<1

ln(1− x)

x− 1
.

Comme Hn ∼
n→+∞

ln(n), ∀n ≥ 1, ln(n) ≥ 0 et
∑
n≥1

ln(n) diverge, d’après la question ­, on a
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+∞∑
n=1

ln(n)xn ∼
x→1
x<1

+∞∑
n=1

Hnx
n, selon l’exercice 4, on a

+∞∑
n=1

Hnx
n =
− ln(1− x)

1− x
,

d’où
+∞∑
n=1

ln(n)xn ∼
x→1
x<1

− ln(1− x)

1− x
.

Corrigé de l’exercice � 11.

¬ Montrons que la fonction t 7−→ ln(1 + t)

t
est intégrable sur l’intervalle sur ]0, 1].

La fonction t 7−→ ln(1 + t)

t
est continue sur ]0, 1], (donc le problème se pose au voisinage de 0)

Comme
ln(1 + t)

t
−→
t→0+

1, donc elle est prolongeable par continuité en 0, par suite elle intégrable sur

]0, 1].
­

I Rayon de convergence et de la série entière
∑
n≥0

(−1)n
xn

n+ 1
.

Comme

∣∣∣ (−1)n+1

n+2

∣∣∣∣∣∣ (−1)nn+1

∣∣∣ =
n+ 1

n+ 2
−→
n→+∞

1 = `, alors R =
1

`
= 1.

I Somme de la série entière
∑
n≥0

(−1)n
xn

n+ 1
.

On a sait que pour tout x ∈]− 1, 1[, ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
=

+∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
.

Pour tout x ∈]− 1, 1[\{0}, ln(1 + x)

x
=

+∞∑
n=0

(−1)n
xn

n+ 1
.

® Montrons que cette série entière converge uniformément sur le segment [0, 1].

Pour tout x ∈ [0, 1], la suite

(
xn

n+ 1

)
n∈N

est positive, décroissante et converge vers 0, d’après le

critère spécial des séries alternées,
∑
n≥0

(−1)n
xn

n+ 1
converge et on a

|Rn(x)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

(−1)k
xk

k + 1

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣(−1)n+1 x

n+1

n+ 2

∣∣∣∣ =
xn+1

n+ 2
≤ 1

n+ 2

Comme la majoration est indépendante de x et converge vers 0, alors la converge est uniforme sur
[0, 1].

¯ Montrons alors que

∫ 1

0

ln(1 + t)

t
dt =

π2

12
.

D’après la question ­, on a ∫ 1

0

ln(1 + t)

t
dt =

∫ 1

0

(
+∞∑
n=0

(−1)n
tn

n+ 1

)
dt

Nous allons appliquer le théorème d’intégration sur un segment (car t 7−→ ln(1 + t)

t
se prolonge en

une fonction continue sur [0, 1]).

Pour tout n ∈ N et t ∈ [0, 1], on pose fn(t) = (−1)n
tn

n+ 1
.
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I Pour tout n ∈ N, fn est continue sur [0, 1].

I D’après la question précédente,
∑
n≥0

fn converge uniformément sur [0, 1].

D’après le théorème d’intégration sur un segment, on en déduit que∫ 1

0

ln(1 + t)

t
dt =

∫ 1

0

(
+∞∑
n=0

(−1)n
tn

n+ 1

)
dt =

+∞∑
n=0

∫ 1

0

(−1)n
tn

n+ 1
dt

=
+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1

∫ 1

0

tndt =
+∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)2

Comme la série
∑
n≥0

(−1)n

(n+ 1)2
est absolument convergente (donc

(
(−1)n

(n+ 1)2

)
n∈N

est sommable), par

une sommation par paquets, on obtient

+∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)2
=

+∞∑
n=0

(−1)2n

(2n+ 1)2
+

+∞∑
n=0

(−1)2n+1

(2n+ 2)2
=

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
− 1

4

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
(1)

Comme la série
∑
n≥0

1

(n+ 1)2
est absolument convergente (donc

(
1

(n+ 1)2

)
n∈N

est sommable), par

une sommation par paquets, on obtient

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
=

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
+

+∞∑
n=0

1

(2n+ 2)2
=

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
+

1

4

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)2

Donc
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
− 1

4

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
=

3

4

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
(2)

D’après (1) et (2), on en déduit que

+∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)2
=

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
− 1

4

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
=

1

2

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
=

1

2

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

12

Par suite

∫ 1

0

ln(1 + t)

t
dt =

+∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)2
=
π2

12
.

Corrigé de l’exercice � 12.

¬ Montrons que ζ(x) →
x→+∞

1.

Pour tout p ≥ 1 et x > 1, on pose fp(x) =
1

px
.

I On a ∀p ≥ 1, fp(x) = p−x = e−x ln(p), donc lim
x→+∞

fp(x) = lp =

{
1 si p = 1

0 si p ≥ 2
.

I Montrons que
∑
p≥1

fp converge uniformément sur [2,+∞[.

On a [2,+∞[ est un voisinage de +∞.
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Pour tout p ≥ 1, on a

||fp||∞ = sup
x≥2
|fp(x)| = sup

x≥2

1

px
=

1

p2

Comme la série de Riemann
∑
p≥1

||fp||∞ =
∑
p≥1

1

p2
converge, donc la série de fonctions

∑
p≥1

fp

converge normalement (donc uniformément) sur [2,+∞[

D’après le théorème de double limites, on en déduit que

lim
x→+∞

ζ(x) =
+∞∑
p=1

`p = 1

­ Rayon de convergence de la série entière
∑
n≥2

ζ(n)

n
xn.

On a
ζ(n)

n
∼

n→+∞

1

n
, donc Rcv

(∑
n≥2

ζ(n)

n
xn

)
= Rcv

(∑
n≥2

1

n
xn

)
= 1

® (a) Montrer que le domaine de définition de f est [−1, 1[.

I Le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥2

ζ(n)

n
xn.

I Pour x = 1,
∑
n≥2

ζ(n)

n
est divergente car

ζ(n)

n
∼

n→+∞

1

n
et
∑
n≥2

frac1n diverge.

I Pour x = −1,
∑
n≥2

(−1)n
ζ(n)

n
est convergente, il s’agit d’une série alternée puisque la suite(

ζ(n)

n

)
n≥2

est positive décroissante et converge vers 0 (ζ est décroissante et ζ(x) −→
x→+∞

1).

On en déduit alors que le domaine de définition de f est I = [−1, 1[.
(b) Montrons que f est continue sur [−1, 1[ et de classe C1 sur ]− 1, 1[.
I Comme f est la somme d’une série entière de rayon 1, alors elle continue et de classe C1 sur
]− 1, 1[.
I Montrons f est continue en −1.
Nous allons appliquer le théorème de continuité en un point pour les séries de fonctions.

On a ∀x ∈ [−1, 0], f(x) =
+∞∑
n=2

ζ(n)

n
xn =

+∞∑
n=2

(−1)n
(
ζ(n)

n
(−x)n

)
.

• Pour tout n ≥ 2, x 7−→ (−1)n
(
ζ(n)

n
(−x)n

)
est continue en −1.

• Montrons que
∑
n≥2

(−1)n
(
ζ(n)

n
(−x)n

)
converge uniformément sur [−1, 0]

On a [−1, 0] est un voisinage de −1 dans [−1, 1[.

Pour tout x ∈ [−1, 0], la suite

(
ζ(n)

n
(−x)n

)
n≥2

est positive décroissante et converge vers 0,

d’après le critère spécial des séries alternées,
∑
n≥2

(−1)n
(
ζ(n)

n
(−x)n

)
converge et on a :

|Rn(x)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

(−1)k
(
ζ(k)

k
(−x)k

)∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣(−1)n+1 ζ(n+ 1)

n+ 1
(−x)n+1

∣∣∣∣ =
ζ(n+ 1)

n+ 1
(−x)n+1 ≤ ζ(n+ 1)

n+ 1

Or la majoration est indépendante de x et converge vers 0, alors la convergence est uniforme
sur [−1, 0]

D’après le théorème de continuité, on en déduit que f est continue en −1, par suite elle est continue
sur [−1, 1[.
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Corrigé de l’exercice � 13.

¬ Montrons que f est de classe C∞ sur R.

On sait que ∀x ∈ R, cos(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, donc 1− cos(x) =

+∞∑
n=1

(−1)n+1 x
2n

(2n)!

Donc, pour tout x non nul, f(x) =
1− cos(x)

x2
=

+∞∑
n=1

(−1)n+1x
2(n−1)

(2n)!
=

+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n+ 2)!

Pour x = 0, on a f(0) =
1

2
et

+∞∑
n=0

(−1)n
02n

(2n+ 2)!
=

1

2
.

On en déduit que pour tout réel x, f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n+ 2)!
.

Ainsi f est la somme d’une série entière de rayon +∞, en particulier elle est de classe C∞ sur
]−∞,+∞[.
Déterminons f (n)(0) pour tout n ∈ N.

Pour tout réel x, f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n+ 2)!
=

+∞∑
n=0

anx
n avec

a2n =
(−1)n

(2n+ 2)!

a2n+1 = 0

On sait que, pour tout n ∈ N,
fn(0)

n!
= an, donc f (n)(0) = an × n!

Ainsi

f (2n)(0) =
(−1)n

(2n+ 2)!
× (2n)! =

(−1)n

(2n+ 2)(2n+ 1)

f (2n+1)(0) = 0

­ On considère la fonction g : R∗ → R définie par: ∀x ∈ R∗, g(x) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt.

Montrons que g se prolonge en une fonction continuité en 0

On considère la fonction F : R→ R définie par: ∀x ∈ R, F (x) =

∫ x

0

f(t)dt.

Comme f est continue sur R, alors F est de classe C∞ sur R (F est l’unique primitive de f qui
s’annule en 0), donc

lim
x→0

g(x) = lim
x→0

F (x)

x
= lim

x→0

F (x)− F (0)

x− 0
= F

′
(0) = f(0)

Ainsi g est prolongeable en une fonction continue sur en 0 (notée encore g), par suite g(0) = f(0) =
1

2
.

Montrons que g est de classe C∞ sur R.

On a ∀t ∈ R, f(t) =
+∞∑
n=0

(−1)n
t2n

(2n+ 2)!

Donc

∀x ∈ R,
∫ x

0

f(t)dt =

∫ x

0

+∞∑
n=0

(−1)n
t2n

(2n+ 2)!
dt =

+∞∑
n=0

∫ x

0

(−1)n
t2n

(2n+ 2)!
dt

=
+∞∑
n=0

∫ x

0

(−1)n

(2n+ 2)!

∫ x

0

t2ndt =
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 2)!(2n+ 1)
x2n+1

Par suite, ∀x ∈ R∗, g(x) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt =
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 2)!(2n+ 1)
x2n.

Pour x = 0, on a g(0) = f(0) =
1

2
et

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 2)!(2n+ 1)
02n =

1

2

Alors ∀x ∈ R, g(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 2)!(2n+ 1)
x2n
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Ainsi g est la somme d’une série entière de rayon +∞, en particulier elle est de classe C∞ sur
]−∞,+∞[.

Corrigé de l’exercice � 14.

¬ Supposons qu’il existe une solution f de cette équation qui soit non identiquement nulle et
développable en série entière sur un intervalle ]−R,R [ où R ∈ [0,+∞[∪{+∞} est ȧ déterminer.
Notons, pour tout x ∈]−R,R[ :

f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n

Sur ]−R,R[, on a 

f ′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n

f ′′(x) =
+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 =

+∞∑
n=1

n(n+ 1)an+1x
n−1

xf ′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n

xf ′′(x) =
+∞∑
n=1

n(n+ 1)an+1x
n

x2f ′′(x) =
+∞∑
n=1

n(n− 1)anx
n

Alors f est solution sur ]−R,R[ si, et seulement si,

a0 + 3a1 +
+∞∑
n=1

(2n(n+ 1)an+1 + 2n(n− 1)an + 5nan + 3(n+ 1)an+1 + an)xn = 0

Soit

a0 + 3a1 +
+∞∑
n=1

((n+ 1)(2n+ 3)an+1 + (n+ 1)(2n+ 1)an)xn = 0

Par unicité du développement en série entière d’une fonction, on en déduit que{
a0 + 3a1 = 0
∀n ≥ 1, (2n+ 3)an+1 + (2n+ 1)an = 0

Par récurrence, on en déduit que :

∀n ≥ 0, an =
(−1)n

2n+ 1
a0.

Soit :

f(x) = a0

+∞∑
n=3

(−1)n

2n+ 1
xn =

a0√
x

+∞∑
n=0

(−1)n
√
x
2n+1

2n+ 1
= a0

arctan(
√
x)√

x

­ Supposons qu’il existe une solution f non identiquement nulle et développable en série entière sur
un intervalle ]−R,R [ où R ∈]0,+∞] ∪ {+∞} est à déterminer. Notons, pour tout x ∈]−R,R[:

f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n
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Sur ]−R,R[, on a: 

f ′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n

xf ′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n

xf ′′(x) =
+∞∑
n=1

n(n+ 1)an+1x
n

Alors f est solution sur ]−R,R[ si, et seulement si:

−2 (a0 + a1) +
+∞∑
n=1

(n(n+ 1)an+1 + nan − 2(n+ 1)an+1 − 2an)xn = 0

Par unicité du développement en série entière d’une fonction, on en déduit que{
a1 + a0 = 0
∀n ≥ 1, (n− 2) ((n+ 1)an+1 + an) = 0

Cette équation est encore équivalente ȧ
a1 + a0 = 0
2a2 + a1 = 0

∀n ≥ 3, an+1 = − 1

(n+ 1)
an

Par récurrence, on en déduit que : 
a1 = −a0
a2 =

a0
2

∀n ≥ 3, an =
(−1)n+1

n!
6a3

Soit

f(x) = a0

(
1− x+

x2

2

)
− 6a3

(
+∞∑
n=3

(−x)n

n!

)
où a0 et a3 sont deux constantes réelles. Le rayon de convergence de cette série étant égal ȧ +∞. On
peut aussi écrire ces solutions sous la forme:

f(x) = (a0 + 6a3)

(
1− x+

x2

2

)
− 6a3e

−x

= α

(
1− x+

x2

2

)
+ βe−x

où α et β sont deux constantes réelles.

Corrigé de l’exercice � 15.

Les fonctions x 7→ arcsin(x) et x 7→ 1√
1− x2

étant développable en série entière sur ] − 1, 1 [, il en

est de même du produit f. De la relation
√

1− x2f(x) = arcsin(x), on déduit par dérivation (les
fonctions considérées sont C∞ sur ]− 1, 1[ ) que:

− x√
1− x2

f(x) +
√

1− x2f ′(x) =
1√

1− x2

ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech 18/19 ettahrifouad1@gmail.com

ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech


ce qui se traduit en disant que f est solution sur ] − 1, 1[ de l’équation différentielle avec condition
initiale : {

−xy +
(
1− x2

)
y′ = 1

y(0) = 1

En écrivant, pour tout x ∈]− 1, 1[ :

f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n

on a : 

xf(x) =
+∞∑
n=0

anx
n+1 =

+∞∑
n=1

an−1x
n

f ′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n

x2f ′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n+1 =

+∞∑
n=2

(n− 1)an−1x
n

et f est solution de cette équation différentielle si, et seulement si :

a1 + (2a2 − a0)x+
+∞∑
n=2

(−an−1 + (n+ 1)an+1 − (n− 1)an−1)x
n = 1

soit

a1 +
+∞∑
n=1

((n+ 1)an+1 − nan−1)xn = 1

ce qui donne: {
a1 = 1
∀n ≥ 1, (n+ 1)an+1 − nan−1 = 0

avec a0 = f(0) = 0. On a donc:

∀p ≥ 1, 2pa2p = (2p− 1)a2(p−1)

avec a0 = 0, ce donne a2p = 0 pour tout p ≥ 0 (récurrence immédiate) et:

∀n ≥ 1, (2p+ 1)a2p+1 = 2pa2p−1

qui donne par récurrence:

a2p+1 =
(2p) · (2p− 2) · · · · · · 2

(2p+ 1) · (2p− 1) · · · · · · 3
a1

avec a1 = 1, soit :

a2p+1 =
((2p) · (2p− 2) · · · · · · 2)2

(2p+ 1)!
=

22p(p!)2

(2p+ 1)!

pour tout p ≥ 0. Le développement en série entière de f sur ]− 1, 1[ est donc :

f(x) =
+∞∑
n=0

22n(n!)2

(2n+ 1)!
x2n+1

Le fait que f est impaire entraine que les coefficients a2n sont tous nuls.
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