Ecole Royale de I Air 2020/2021
=y Marrakech
8 CPCE ERA

Série d’exercices : Séries entiéres.

{Exercice Ne 1. ]

Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entieres suivantes :

® Y In(n)z", @ Y cos(n)z", ® Y n D @Y (2”) 2+ © S (v (1 + %) "

n>1 n>0 n>0 n>0 n>0
: R
—‘ Exercice Ne 2. |
cos(nf) sin(nd)
Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entieres g — 2" et E —
n! n
n>0 n>0

ou 0 est un réel fixé.

—[Exercice Ne 3. ]

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere réelle :

n?-1
Zn+2x

n>0

: 3

—‘ Exercice Ne 4. ]

@ On note respectivement R, Rp et R; les rayons de convergence des séries entieres E anz",
n>0

Zagnz et Zagnﬂz "+l Montrer que R = min(Rp, R;) et pour tout z € C tel que |2| < R
TL>O n>0

“+oo “+00 —+00
E :anzn _ § :a2n22n + § :a2n+1x2n+1
n=0 n=0 n=0

n
’ . /o N Qopn = 4
@ Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere E a,x" avec .
n>0 (gn41 =D

{Exercice Ne 5. ]

Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R. Montrer que, pour tout entier p > 2, le

YR si R est fini
+o00 si R =+o0

rayon de convergence de la série entiere E a, 2" est R, = {

(on dit que la série g a,zP" est lacunaire).

"[Exercice Ne 6. ]

“ 1
On pose pour tout n > 1, H,, = E =
k=1
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@ Montrer que Z H, 2" est de rayon 1. Etudier la convergence de Z H,z" pour |z| = 1.

n>1 n>1
+oo
@ Calculer pour tout z € R tel que |z| < 1, la somme ZHna:” (Penser a utiliser le produit de
n=1

Cauchy).

—[Exercice Ne 7. ]

Soit E a,x" une série entiere de rayon de convergence R et f sa somme.
n>0
Montrer que si E a, R" converge absolument, alors f est bien définie et continue sur [—R, R].
n>0

_[Exercice Ne 8. ]

 (-1)"
On pose f(x) = Z 1

n=0
@ Déterminer I le domaine de définition de f.

@ Montrer que f est continue sur | — 1, 1].

® Soit = €] — 1,0[. Calculer f(—z?), en déduire que f(z) =

x", x € R.

2\/1—7: " (i—g/?)

1
® Soit = €]0,1[. Calculer f(x?), en déduire que f(z) = NG arctan(v/z).

+oo
P (—=1)"
® En déduire que 7 = 4 g e —
— 2n+1

—[Exercice Ne 9. Théoréeme de Liouville]
Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et sa somme f.
1

2mrn

2m
@ Montrer que pour tout r €]0, R[ et n € N, a,, = / f(re®)e=™dt (Formule de Cauchy)
0

M
@ En déduire que Vn € N, |a,| < M(r) avec M (r) = max|f(z)].

T |z|=r

@ En déduire que si R = +o00 et f est bornée sur C, alors elle est constante (Théoreme de Liouville)

"[Exercice Ne 10. ]

Soient g apx" et E b,x" de séries entieres de rayon de convergence > 1. On note respectivement
n>0 n>0
f et g leur sommes.

On suppose que Vn € N, b, > 0 et Z b, diverge.

n>0
@ Montrer que lirr{ g9(z) = +oo.
z—
<1
@ On suppose que a, e b, (donc a, — b, = n_groo(bn)).
(a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe N € N, tel que pour tout z € [0, 1]
+oo +oo
Z(an —by)x"| < e Z b,x"
n=N n=N
(b) En déduire que f(z) ~ g(x).
Tr—r
<l
I “ 1
@ Application: on pose pour tout n > 1, H, = z
k=1
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+o0
In(1 —
Montrer que H, ~ In(n). En déduire que Zln(n)x” ~ In(l - )
n——+o00 )

{Exercice Ne 11. Extrait du CNC 2006]
In(1+1¢)

® Montrer que la fonction ¢ — est intégrable sur 'intervalle sur |0, 1].
xn

n+1

@ Préciser le rayon de convergence et la somme de la série entiere Z(—l)”
n>0
@ Montrer que cette série entiere converge uniformément sur le segment [0, 1].
2 'In(1+¢) =2
montrer alors que = —

+0o0

1 T

® O 1l Y S=— S LA
n rappelle que 2 n2 6, ; : 12

{Exercice Ne 12. Fonction zéta de Riemann

On rappelle que Vz > 1,{(z Z —

® Montrer que ((z) — 1.

r—r+00

ﬂx”.

@ Préciser le rayon de convergence de la série entiere 5
n>2

@ On pose (lorsqu’il existe) Vx € R, f(x Z cn

(a) Montrer que le domaine de définition de f est [ 1,1].
(b) Montrer que f est continue sur [—1, 1] et de classe C* sur | — 1, 1[.

{Exercice Ne 13. ]
On considere les fonctions f, définie sur R par :

1 — cos(x)

f@) =91 @ S%x#o
3 siz =0
@ Montrer que f est de classe C*° sur R et déterminer f™(0) pour tout n € N.
@ On considere la fonction g : R* — R définie par: Vo € R*, g(x / f(t)dt.

Montrer que g se prolonge en une fonction continuité en 0 (notee encore g) en précisant g(0), puis
montrer que g est de classe C*™ sur R.

| Exercice Ne 14. Séries entieres et équations différentielles

@ Déterminer une solution développable en série entiere des équation différentielle
20(1+z)y" + bz +3)y +y=0

@ Déterminer, en précisant leur rayon de convergence, les solutions développables en série entiere de
I’équation différentielle :
zy" +(x—2)y —2y=0

a Exercice Ne 15. Développement en série entiere

arcsin(z)

V1—22

différentielle linéaire du premier ordre. En déduire le développement en série entiere de cette fonction.

Montrer que la fonction f définie sur | — 1,1] par f(z) = est solution d’'une équation

ettahrifouadl.wixsite.com/prepasmarrakech 3/19 ettahrifouad1@gmail.com



ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech

ﬂ Corrigé de I’exercice Ne 1.

® Déterminons le rayon de convergence de Z In(n)z".

n>1
Pour tout n > 2, a, = In(n) # 0 et

|ans1] _ In(n+1) _ In(n) +In (1+2) _
|an| In(n) In(n) In(n)  n—o+oo

1
Donc Ry (Z ln(n)z”> =7= 1.

n>1

@ Déterminons le rayon de convergence de E cos(n)z".

n>0

Comme (cos(n)),en est bornée, alors R, (Z cos(n)z") > 1.

n>0

Or (cos(n))nen ne converge pas vers 0, alors Ry, (Z cos(n)z”) <1.

n>0

On en déduit alors que Ry (Z cos(n)z”) = 1.
n>0
@ Déterminons le rayon de convergence de Z n(=1" zm,
n>0

1 @
Pour tout n > 1, on a — < n1 < n, alors
n

R.. (Z nz”) < R., <Z n(_l)nz"> < R., (Z %z”)
n>1

n>1 n>1

1 .
Puisque RCV ( E n2n> = RCV < E —Zn> = 1’ alors RCV < n(fl) Z”) = 1.
n

2n
@ Déterminons le rayon de convergence de Z ( )zQ”“.

n>0 n
2 2 2n)!
T ens1| _ (41 2|2+ = (2n) 22+ > 0.
n n (n!)?

On peut appliquer la regle d’Alembert pour les séries numériques :

Pour tout n € N et z € C*, on pose u,(z) =

Un+1(2) _ (2n + 1)(277,—1—2)|Z|2 ST
Un(2) (n+1)2 n—+00

1
or 4z < 1<= 2| < 5 alors

1
» Sifz] < 5 alors 4|z]* < 1, d’apres la régle d’Alembert, Zun(z) converge, par suite
n>0

20\ ont1 P
E z converge absolument, en particulier elle est convergente.
n
n>0

1
» Sijz| > o alors 4|z|* > 1, d’apres la régle d’Alembert, Zun(z) diverge grossierement, par
n>0

. 2n . .

suite E ( 22" 1 diverge grossierement.

n
n>0
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1
On en déduit alors que R = 3

n 1
® Déterminons le rayon de convergence de E (vn)V" In (1 + 7) 2"
n
n>0

%hl(H 1)§(\/_)( 1’"ln<1+7><\/_1n<1+%>

Pour tout n > 1,

1

1 1
» Comme — ln (

n) n—o0 \/_ “n o
1n) RRE %
Rey (Z %m (1 + %) z”) = Rey (Z z”) =1

n 1
On en déduit alors que Ry (Z(\/ﬁ) V% In (1 + T)) — 1.

n>1

alors

» Comme /nln (

u Corrigé de ’exercice Ne 2

Remarquons que

ein& + e—z’m? emo _ e—in@
cos(nf) = ——— et sin(nf) = ———
) 21
infd
Considérons alors la série entiere E a,z", ou a, = =
n!
n>0
An1 1
Comme = — 0, on déduit que le rayon de convergence de cette série est +oo pour
an, n—+ 1 notoo
tout réel 6.
cos n0) o sin(nf) ,
On déduit que les séries entieres E —=2" et E —— %" ont aussi un rayon de convergence
! n!
n>0 n>0

infini. Pour tout nombre complexe z, on a :

100 ind too ( i6 \™
E :em n __ E (6 Z) _ etz
Z = — — =€
n! n!
n=0 n=0
Alors
—i0
COS(’I’LQ) e e’z 4 o z — ezzsm(ﬁ) + efzzsm(e)
n! 2 2
n=0
et
+00 (77,9) eezez _ ee’wz 2 cos(6) et? sin(6) e—zzsln(@)
E 2" = - € :
n! 21 21
n=0
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u Corrigé de

I’exercice Ne 3.

g'(z)

Par suite et

Puisque ¢(0)

Finalement

Par le critere d’Alembert pour les séries entieres cette série entiere est de rayon de convergence vaut

1. Notons f(x

La fonction g : x + 2% f(1) = Z

+oo +oo +o0o
= Z(n +1)(n — 1zt =23 Z n(n — 1)z 2 + 2? Z nz" ' —x Z "
n=2 n=1 n=0

5 1 ”+ ) 1\ 1 213 N x? x
= =z T -z — -
l—z l—x l-z (1-z (1-2)2 1-z

Par décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

+o00 n2 _1
) = nZ:O g z" sa somme pour tout z €| — 1, 1].
+oo 9

— 1
n 1"2 est C*° sur | — 1,1[ avec :

n+2

n=0

—+00

n=0

20 + (1 —x) —a(l1—x)?  3a®—ux

(1—z)3 (1 —x)3

2

3
H, on en déduit que
-

/ 3 5 2
@) =1 Azt Az

g(x) = -3In(l —z) — 1Ex+ (1_1x)2+c

=0=—4+c¢. On adonc :

) =302~ b e =D

3In(1l — z)

4r—3  In(l—=z)
(1 —x)? x?

vz €] — 1,1\{0}, f(z)=

u Corrigé de I’exercice Ne 4.

@® On note

rel

Comme Z

n>00

Alors I = Ip N I}, par suite

Soit z € C tel que |z| < R.
+oo

mation par paquets, on en déduit que :

I'={r>0, (ay")nen est bornée}

Ip={r>0, (GQnTQn)neN est bornée}

I ={r >0, (agu17*"*"),en est bornée}

<= (a,")nen est bornée

<= (agnr*")nen est bornée et (agn417*" 1) en est bornée
<= 1r € Ip est bornée et r € I

— relpnli;

R =sup(!) = sup(Ip N I;) = min(sup(/p),sup(l;)) = min(Rp, Ry)

a,z" est absolument convergente, alors la suite (a,z"),en est sommable, par une som-

+oo +0o0 +0o0
E CLnZn — E :a2n22n 4+ § :a2n+1z2n+1
n=0 n=0 n=0

ettahrifouadl.wixsite.com/prepasmarrakech 6/19 ettahrifouad1@gmail.com



ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech

@
» Rayon de convergence de 24”,22”.

>0
‘4n+122n+2| ) "= ) 1
On a W = 4|Z| n4>—+)oo 4’Z| 9 donc RP = 5
» Rayon de convergence de Z B AT
>0
|57+2 52n+3) ) "= ) 1
OH&W:5|Z| n~>—+>oo 5’Z| ,dOHC R[:E

1 1 1
» On déduit alors que a,z" est de rayon de convergence R = min <—, —) = —.
; 2°v5) Vb

1
» Soit z € C tel que |z] < —=.

V5

+o0 +o0 +oo +o0o +o0o 1 B
n __ n_2n n+1_2n+1 __ 2\n 2\n __
;anz —;4z —1—;5 z —;(42) —l—5znz:%(5z) —1_422+1_522

8 Corrigé de I’exercice Ne 5.

» Si R = 400, alors pour tout z € C, la série Z a,z" converge,
en particulier Z a4, 27" = Z a,(27)" est convergente, donc R,, = +o00.

» Si R est fini.

e Si |z| < V/R, alors |2°| < R, donc Zanzp” = Z a,(2P)" converge absolument.

e Si |z| > VR, alors |2?| > R, donc Zanzp” = Z a,(zP)" diverge grossierement.

On en conclut alors que R, = V/R.

u Corrigé de I’exercice Ne 6.

1 “ 1
Comme la série E — diverge et a termes positifs, alors H, = E A — Ho00.
n
k=1

n—-+o0o
n>1

)
» Montrons que Z H,z" est de rayon 1.

n>1
Pour tout n > 1,

i, Hyw Hatog 1
| Hn| il H, (n+ 1)H,, n—s+oo
1
Donc R=-=1.
14
» Etudions la convergence de Z H,z" pour |z| = 1.
n>1
On a |H,2"| = Hp|2|" = H, — +o0.
n—-+o0o
Donc H,z" -» 0, par suite Z H, 2" diverge grossierement.
n—-+0oo e
@ On a H nlib vn > 1 L ot Wn > 0,0 1. Ainsi ) Hua" est 1
nakH,= - = axb,_ avec Vn > 1l,a, = — et Yn > 0,b, = 1. Ainsi 22" est le
=6 = o n n>1

ettahrifouadl.wixsite.com/prepasmarrakech 7/19 ettahrifouad1@gmail.com



ettahrifouad1.wixsite.com/prepasmarrakech

produit de Cauchy de Z anpx” = Z %x” et Z b,x" = Z "

n>1 n>1 n>0 n>0
1
O —x" = it = :
r Rey (Z nx ) R, (Zw ) 1, alors pour tout x € R tel que |z| < 1, on a
n>1 n>0
400 400 +o00
1 1 —In(1 —x)
o = (L) () =m0 (25) =75

u Corrigé de I’exercice Ne 7.

» Montrons que f est bien définie sur [—R, R].
Soit x € [-R, R],

|anz"| = lan||z]" < |an|R" = |a, R"|
Comme Z a, R" converge absolument, donc Z la,, R"| converge, par la régle de comparaison,

on en déduit que E la,2"| converge, d’ou E a,z" est absolument convergente, e, particulier

elle est convergente.
Ainsi f est bien définie sur [—R, R].

» Montrons que f est continue sur [—R, R].
Nous allons appliquer le théoreme de continuité pour les séries de fonctions.
Pour tout n € N et z € [-R, R], on pose f,(z) = a,z"

e Pour tout n € N, f,, est continue sur [—R, R|.

e Montrons que Z fn converge uniformément sur [—R, R).

n>0
Pour tout n € N,
fallo = sup |[fu(z)| = sup [anz"|= sup |anl|z]" =|an| sup |z
z€[—R,R] z€[—R,R] z€[—R,R] z€[—R,R]
= la,|R" = |a,R"|

Comme Zaan converge absolument, alors Z | fulloo = Z la, R"| est convergente,

d’ou Z fn converge normalement (donc uniformément) sur [—R, R,

D’apres le théoreme de continuité, on en déduit que f est continue [—R, R].

u Corrigé de I’exercice Ne 8.

+00 n
On pose f($)zz (=" o
n=0
@ Déterminons I le domaine de définition de f.

’(—1)”“
n 2 1 -1
» On a s | 2nt 1 = ¢, alors le rayon de convergence de g ux" est 1.
(=" 2n + 3 n—+4oo = 2n+1
2n+1 Rz

» Pour z = 1, la série alternée Z %x" = Z % est convergente.
o 2n + sl +
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" 1 . 1 1
our r = a série Z T Z 1 est divergente, car 5

2n +1 £ 2n + n+ 1 no+too 20
On en conclut alors que [ =| — 1, 1].
@ Montrons que f est continue sur | — 1, 1].

» Comme f est la somme d’une série entiere de rayon 1, alors elle est continue sur | — 1, 1].

» Montrons que f est continue en 1
Nous allons appliquer le théoreme de continuité en un point pour les séries de fonctions.

Pour tout n € N et x € I, on pose f,(z) = 5 +1
n

e Pour tout n € N, f, est continue en 1.

e Montrons que Z fn converge uniformément sur un voisinage de 1 dans I.
n>0
On a [0, 1] est un voisinage de 1 dans /.

1
Pour tout = € [0, 1], (2 1
n

m”) est positive, décroissante et converge vers 0
neN

1)
Alors la série alternée Z fulz) = Z ux” est convergente et de plus

= 20271—1—1
vz € [0,1],Yn € N, | Ro(a) ff“*”n<ﬂtﬁiiwl L g !
x , 1], Vn | Ry(x)| = " < = <
k:n+12n—|—1 2n + 3 2n + 3 2n+ 3

Or la majoration est indépendante de z et converge vers 0, alors la convergence est uni-
forme sur [0, 1].

D’apres le théoreme de continuité en un point pour les séries de fonctions, on en déduit que f
est continue en 1

On en conclut alors que f est continue sur /.
@ Soit z €] — 1,0[.

» Calculons f(—2?).

T
O 2 — _2n: d
na f(—x%) n:02n+1( x°) T 17 e
+oo 2n+1 +oo  p +oo  op +oo  p +oo 2\n
2 = A A o EANIE )
If( x) N ;271—1-1 ;n ;2n_zn 2n:1 n

@ Soit x €]0, 1].
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» Calculons f(z?).

On a £(a%) = 3 D a2 = Y (1o
P L T AT
e 2n+1
Donc xf(2°) = Z(—l)";;b 1= arctan(x), alors f(2?) = %ﬂ(%).

n=0

1
» Déduisons que f(x) = 7 arctan(y/z).
%

arctan(/z) |

On a f(a) = f ((VA) = =2

+oo
_1 n
® Déduisons que ™ = 4 E 2< —l—)l'
n

n=0

_arctan(y/x) '

Comme f est continue en 1 et Vz €]0,1], f(z) = NG
@

Par passage a la limite, quand z tend vers 17, on en déduit que f(1) = arctan(l) = %,

—+00 n
par suite % = f(1) = Z (=1)

n=0

, d’ou le résultat.
2n+1

u Corrigé de I’exercice Ne 9.

2 +00

21
® Soit r €]0,R[ et n € N, on a / f(reMe ™dt = / Z aprFei =t g
0 0 k=0
Pour tout k£ € N et ¢t € [0, 27], on pose fi(t) = aprFein)t

» Vk € N, f; est continue sur [0, 27].

» Vérifions que Z fx converge uniformément sur [0, 27].
k>0

Pour tout & € N, || filleo = sup |fx(t)| = |ax|r", puisque r €]0, R, alors la série Zanr"
te(0,2m n>0

converge absolument, donc Z || fx||co converge, ainsi Z fr converge normalement (donc
k>0 k>0
uniformément) sur [0, 27].

D’apres le théoreme d’intégration sur un segment, on a

2 2 +00 —+00 2
flreMe ™dt = / Z aprFeFmtde = Z/ aprFet=mt gt
U — k=00

+00 2
= 2ma,r" + Z/ aprtelFmtdt
n=0+0

k#n

0

—+00 21
= 2ma,r" + Z akrk/ Bt gt = o, r
0

k#n
=0

1 2

il s’ensuit que a, = fre™)e ™ dt

2mrm
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@ D’apres la question précédente, on a

21
VneN, a, = f(re®)e"™dt, donc
2mr™ Jq
1 2w 1 2 1 27
n — it —Zntdt < / it —int dt — / ot dt
ol = | [ e at] < o [ et = o [ 1)

Puisque pour tout t € [0, 27], |re’| = r, alors | f(re™)| < M(r), donc

! " M (r)dt = Mi(r)

|an]

2mrm TR

@ Comme R = 400, alors la fonction f est bien définie sur C, Or f est bornée, il existe M > 0,
tel que pour tout z € C, |f(z)| < M, donc pour tout r €0, +oo[, M(r) = Tnax|f(z)| < M,

=
M(r M
d’apres la question précédente, on obtient Vn € N, Vr €]0, +00], 0 < |a,| < (r) < —.
Tn r'I’L
M
Comme Vn > 1, — —+> 0, alors a, = 0, ainsi Vz € C, f(z) = aq,
r" r—+4oo
par suite f est constante sur C.
u Corrigé de I’exercice Ne 10.
® Montrons que lini g9(z) = +00.
z—
apgil
N +o00
Comme Vn € N, b, > 0, alors ¥z € [0,1[, bya™ > 0, donc VN € N*, Y "b,a™ < Y b,a™.
n=1 n=1
+o00
Or z — Z b,z" est croissante sur [0, 1], donc admet une limite £ € RU {400} en 1.
n=0
N
En faisant tendre x vers 1 par valeurs inférieurs, on déduit que VN € N*, Z b, < L.
n=1
En faisant tendre N vers 400, on obtient que +o0o < ¢, donc ¢ = +oc.
+o0
(Rappelons que, si Vn € N, b, > 0 et Z b, diverge, alors Z b, = 400,
n>0 n=0
Dans ce ces lirrll(bnm”) diverge, donc on ne peut pas appliquer le théoreme de double limite).
<
n>0 z—1
@ On suppose que a,, ~ b, (donca, —b,= o (b,)).
n—-+o0o n—-+o0o
(a) Soit € > 0, comme a,, ~ by, alorsa, —b,= o (by),
n—+00 n—+o00

Par définition, il existe N € N, tel que ¥n > N, |a, — by| < glbn| - %bn.

Soit x € [0,1]
+oo +o0
D (an—bu)2"| < > an — byll2"|
n=N n=N

+oo e £ +oo
n=N n=N

(b) Montrons que f(x) ~ g(x).

<l
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N-1

D _(a

n=0

+oo

D (@

n=0

Soit x € [0,1], on a f(z) — g(z) = —by)z" =

=z

—1
|a, — by|z"™ +

400

() = g(2)]

IN

n=N

\ — bylz™ + = anx

19
|an — bn| + 59(@

IA IA
= 3 = 3
L& Le

3
Il
o

{

=Mn

M
Puisque lim —~ = 0, 30 €]0, 1], tel que Vz € [, 1] —~

21 g(z >
D’ou pour tout z € [, 1],

£(z) = 9(@)| < My +S9(2) < £9(a) = elg(a)|
Ainsi f(x) o~ g(x).

z<1

@ Application :

» Montrons que H, ~ In(n).

n—-+oo

Pour tout k& € N*,
E<t<k+1 =

—

Z(an —by)z"

€ €
—.d M — .
< ok onc My < 2g(x)

9(@)

)z" Donc

—bx—l—z

ettahrifouadl.wixsite.com/prepasmarrakech 12/19

Puisque nl_lgloo nin(n)

Comme H,,

—+00

n=1

~Y
n—-+00

I

l

!

» Montrons que Z In(n)z

In(n), ¥n > 1,In(n

+1

~

z—1
<l

=1, soit H, ~

n—-4o00

+1=1, alors lim

I;
v n——+oo ln( )

n—+o0o ln(n)

In(n).

In(1 —x)

r—1
) >0 et Zln

n>1

diverge, d’apres la question @, on a
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o <= <= —In(1 — x)
Zln(n)m” ~ Zan", selon 'exercice 4, on a Zan" = -
n=1

r—1 —
<1l n=1 n=1 1 X

<= —In(1 —x)
d’Ol\l E ln(n)x" x:I ?
n=1 z<1

ﬂ Corrigé de I’exercice Ne 11.

In(1+¢
® Montrons que la fonction ¢ — In(1+1) est intégrable sur 'intervalle sur |0, 1].
. In(1+1¢) . . -
La fonction t —» ————= est continue sur |0, 1], (donc le probleme se pose au voisinage de 0)
In(1+¢
Comme M — 1, donc elle est prolongeable par continuité en 0, par suite elle intégrable sur
t—0
10, 1].
)
xn
» R d t de la série entic -1)" .
ayon de convergence et de la série entiere ;( ) ——
) (_1)n+1 1 N 1
Comme nee nt —> 1=/, alors R=-=1.
(=)™ n + 2 n—+4oo !
n+1
xn
» Somme de la série entiere —1)" .
;( ) n—+1
—+o00 I’n +oo xn+1
On a sait que pour tout = €] — 1, 1], In(1 +z) = ;(_1)711? = ;(—1)"n T
In(l1+z) <= g
Pour tout = €] — 1, I\{0}, ——2 = §"(—1)" .
our tout z €] ~ 1,1[\{0}, ) = Y (-1t

n=0

@ Montrons que cette série entiere converge uniformément sur le segment [0, 1].
n

Pour tout x € [0,1], la suite ( ’

i 1> est positive, décroissante et converge vers 0, d’apres le
n
neN

:L.TL
critere spécial des séries alternées, —1)"
P Z( ) n+1

converge et on a

n>0
+oo k n+1 n+1
x T T 1
R, (z)| = § —1)* < [(=1)**! = <
| Bn () kmﬁf )k+1“k e T he Snrs

Comme la majoration est indépendante de x et converge vers 0, alors la converge est uniforme sur

[0, 1].
"In(1+¢ 2
@ Montrons alors que / Mdt S
0 t 12

D’apres la question @, on a
UIn(1 +¢) LI £
—dt = 1" dt
/0 t /0 Z( ) n—+1

Nous allons appliquer le théoreme d’intégration sur un segment (car t —

In(1+t¢
M se prolonge en

une fonction continue sur [0, 1}).

tn
Pour tout n € N et ¢t € [0,1], on pose f,(t) = (—1)"

n+1
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» Pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 1].

» D’apres la question précédente, Z fn converge uniformément sur [0, 1].
n>0

D’apres le théoreme d’intégration sur un segment, on en déduit que

[ = [ (S ) a3 [

B [y &
- Yot e o
1y 1y

Comme la série —_—
;0 (n+1)2

une sommation par paquets, on obtient

est absolument convergente (donc ( ) est sommable), par
eN

(n+ 12

+0o ( 1)71 +00 ( 1)2n +°°( 1)2n+1 +00 1 1

- - - 1
;(n—l—l)?_;(2n+1)2+;(2n+2)2_Z(Zn—i-l) __Z (n+1)? (1)

1

Comme la série Z m

= (n+1)2

une sommation par paquets, on obtient

est absolument convergente (donc ( ) est sommable), par
N

~+00 1 +00 1 +00 1 —+00

DI e Do SO I remy i Bcrey 2 ‘Z aEsy

Donc
+o0o 1 +oo 1

Y T Ly i e iy O
2n+1)2 Z(n+1)? 442 (n+1P 442 (n+1)?
D’apres (1) et (2), on en déduit que
e iR 1<X 1

71'2
%(nﬂ)z:%(znﬂ)fiz :_Z n+1 _n n2 12

Yn(1 = (-1)» 2
Par Suite/ Mdt:ZLJ—.
0 t S~ (n+1)2 12

u Corrigé de I’exercice Ne 12.
® Montrons que ((z) — 1.

T—r—+00

1
Pour tout p > 1 et x > 1, on pose f,(z) = —.

L

1 sip=1
0 sip>2

T—>+00

» OnaVp>1, f(x)=p “=e" #(®) done lim folx )—lp:{

» Montrons que Z f, converge uniformément sur [2, +o0].
p=1
On a [2,400] est un voisinage de +o0.
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Pour tout p > 1, on a
1 1
0o = SU )| =sup— = —
1l = sup Lfy(2)] = sup - =

1
Comme la série de Riemann Z | folloo = Z = converge, donc la série de fonctions Z fp

p=>1 p=>1 p=>1
converge normalement (donc uniformément) sur [2, +o0]

D’apres le théoreme de double limites, on en déduit que
+00

wlyEmC(i)zzziggpzzl
¢(n)
n

@ Rayon de convergence de la série entiere g ",

n>2

¢(n) 1 ) .\ _ Lo _
On a T e donc R, ; T:c = R, ; Ex =1
® (a) Montrer que le domaine de définition de f est [—1,1].
» Le rayon de convergence de la série entiere Z mm”
n
n>2
¢(n) : ¢(n) 1 .

> P =1,y > estd t ~ —et 1n d .

our x Z — est divergente car e Z fracln diverge

n n—too N
n>2 n>2

n
» Pour x = —1, E (—1)”@ est convergente, il s’agit d’une série alternée puisque la suite
n
n>2

n
(&) est positive décroissante et converge vers 0 ( est décroissante et ((x) — 1).
n>2

n T—+00
On en déduit alors que le domaine de définition de f est I = [—1,1].
(b) Montrons que f est continue sur [—1, 1] et de classe C' sur | — 1,1].
» Comme f est la somme d’une série entiere de rayon 1, alors elle continue et de classe C' sur
]__171L

» Montrons f est continue en —1.
Nous allons appliquer le théoreme de continuité en un point pour les séries de fonctions.
+oo +o0
¢(n) ¢(n)
On aVz € |—1,0], f(z) = —z" = )" ==(—x)" ).
L0 @) =32 =30 (SR )

n
n=2

e Pour tout n > 2, x +— (—1)" (m(—x)”) est continue en —1.
n
n C(n) n . ’
e Montrons que E (=1)" | =—=(—2)" | converge uniformément sur [—1,0]
n

n>2
On a [—1,0] est un voisinage de —1 dans [—1,1].

n
Pour tout z € [—1,0], la suite (M(—x)”) est positive décroissante et converge vers 0,
n n>2

d’apres le critere spécial des séries alternées, Z(—l)" (@(—x)") converge et on a :

n
n>2

Or la majoration est indépendante de x et converge vers 0, alors la convergence est uniforme

sur [—1,0]

D’apres le théoreme de continuité, on en déduit que f est continue en —1, par suite elle est continue
sur [—1,1[.
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ﬂ Corrigé de I’exercice Ne 13.

® Montrons que f est de classe C* sur R.

+oo 2n +oo 2n
On sait que Vo € R, cos(x) = ;(—1)”%, donc 1 — cos(x) = ;(—1)"*1%
1 _ COS(SL’) +0o0 - z2(n=1) oo . 2
Donc, pour tout  non nul, f(z) = T = ;(—1) @) = ;(_1) @n+2)
1
Pour x =0, on a f(0 :—etz 2n+2)!:§'
+oo 2n

On en déduit que pour tout réel z, f(x) = nZ:O(—l)”m.
Ainsi f est la somme d’une série entiere de rayon 4oo, en particulier elle est de classe C*™ sur
] — 00, +00].
Déterminons f™(0) pour tout n € N.

+o00 as _ (_1)n
Pour tout réel z, f(x) = Z(—l) (2n o) Z a,z" avec " - (2n +2)!

n=0 Aon4+1 = 0

: fr0) () (()) — |
On sait que, pour tout n € N, = an, donc f™(0) = a, x n!
n!
—1" (="
@) (0 = =D X (2n)! =
Ainsi £ (2n +2)! (2n) (2n+2)(2n + 1)
f'(2n+1) (0) — 0

1 T
@ On considere la fonction g : R* — R définie par: Vo € R*, ¢g(x) = —/ f(t)dt.
T Jo

Montrons que g se prolonge en une fonction continuité en 0
x

On considere la fonction F': R — R définie par: Vz € R, F(z) = / f(t)dt.

0
Comme f est continue sur R, alors F est de classe C* sur R (F' est l'unique primitive de f qui
s’annule en 0), donc

I — lim ——~ = i

FO=20 _ F0) = s0)

Ainsi g est prolongeable en une fonction continue sur en 0 (notée encore g), par suite g(0) = f(0) = 5
Montrons que g est de classe C* sur R.

+o00 t2n
OnaVteR f(t) => (-1 G5

Donc

a x +OO £2n +o00
R —
el /0 Fleyde / 2n+2 Z/ 2n+2) @+
— [ (_ / 2 — (_1>n 2
——— [ "t = n+l
;/o (2n +2)! Jo ;(2n+2)!(2n—|—1)x

1 a2 +oo —1)"
Par suite, Vo € R*, g(x) = 5/ f(t)dt = Z on +( ) ",
0 n=0

2)!(2n+1)
Pour z =0, on a ¢(0) = f(0) = L et f (=" 02" — L
SOOI I TS R Ly olen 1) 2

+oo
B (_1)71 2n
Alors Vo € R, g(z) = ; (2n+2)!(2n+ 1)
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Ainsi g est la somme d’une série entiere de rayon +oo, en particulier elle est de classe C*> sur
] — 00, +00.

u Corrigé de I’exercice Ne 14.

@® Supposons qu’il existe une solution f de cette équation qui soit non identiquement nulle et
développable en série entiére sur un intervalle | — R, R[ o R € [0, +00[U{+00} est a déterminer.

Notons, pour tout = €] — R, R[ :
+oo

f@) =3 aa"

n=0

Sur | — R, R[, on a

“+o00 —+00

= E na,z" 1 = E (n+ 1)azq2"
= n=0
+oo

+o0o
f(z) = Z n(n —1a,z" % = Z n(n + 1)ap1z™ !
n=1

xf'(z) = Z n(n+ 1a, 12"
= Z n(n — 1)a,z"
n=1

Alors f est solution sur | — R, R si, et seulement si,

\

+o0
ap + 3a; + Z (2n(n + Days1 + 2n(n — 1)a, + 5na, + 3(n + 1)agi1 + an) 2" =0

n=1
Soit
+0o0
ao+3a1+ Y _ ((n+1)(2n+ 3)ans1 + (n+1)(2n + Da,) 2" =0

n=1

Par unicité du développement en série entiere d’une fonction, on en déduit que

ag + 3@1 =0
Vn>1,2n+3)ay1 + (2n+ 1)a, =0

Par récurrence, on en déduit que :

(=1)"
Vn > 0,a, = )
et =

Soit :

Z \/_ R arctan(/z)
=a
2n+1 O /T

@ Supposons qu’il existe une solution f non identiquement nulle et développable en série entiere sur
un intervalle | — R, R[ ou R €]0, +00] U {+o0} est a déterminer. Notons, pour tout = €] — R, R|:

Mg

~ 2n—i—1

+oo

@) = 3 ana”

n=0
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Sur | — R, R[, on a:

( “+00 —+o0
f(z) = Znanx"_l = Z(n + Dap12”
n=1 n=0

+o0
zf'(z) = Z na,z"

n=1

+o0

zf'(z) = Zn(n + Dapyrz"

\ n=1

Alors f est solution sur | — R, R] si, et seulement si:
+oo
—2(ap+a1) + Z (n(n + a1 +na, —2(n+ 1)aps1 — 2a,) 2" =0
n=1

Par unicité du développement en série entiere d’une fonction, on en déduit que

a1+a0:0
Vn>1,(n—2)((n+ Days1 +a,) =0

Cette équation est encore équivalente a

a; + ag = 0
2&2 +a; = 0
Vn >3 L
n Q] = — Qn,
- i (n+1)
Par récurrence, on en déduit que :
a; = —Qop
Qo
a9 — 3
(_1)n+1
Vn > 3,a, = —~-—6as
n!
Soit
i) . 72 5 io (—z)"
r)=a —z+ — | —6a
0 2 5 —~ n!

ol ag et az sont deux constantes réelles. Le rayon de convergence de cette série étant égal a +o00. On
peut aussi écrire ces solutions sous la forme:

f(z) = (aog + 6as) (1 —x+ %2) — Gaze™”

22
:a(l—x—f—?)—i—ﬁe_m

ou « et [ sont deux constantes réelles.

u Corrigé de I’exercice Ne 15.

Les fonctions z +— arcsin(z) et x — étant développable en série entiere sur | — 1,1, il en

1
V1—a?
est de méme du produit f. De la relation V1 — 22f(x) = arcsin(z), on déduit par dérivation (les
fonctions considérées sont C* sur | — 1,1[ ) que:

——mf@) +V1—a2f'(z) =

1
V1 — 22
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ce qui se traduit en disant que f est solution sur | — 1, 1] de I’équation différentielle avec condition

initiale :
{ —zy+(1-2%)y =1
y(0) =1

En écrivant, pour tout z €] —1,1] :
+o0
f(z) = Z anz"
n=0

on a:

( +o0 +o0
xf(x) = Z a,z" ! = Z Gy 1Z"
n=0 n=1
+o0 +oo
f(z) = Znanx”_l = Z(n + Day 12"
n=1 n=0
—+00 +oo
22 f(z) = Znanx”H = Z(n — Dap_12"
\ n=1 n=2

et f est solution de cette équation différentielle si, et seulement si :

+o00
a1+ (200 — ag) T+ > _ (=1 + (N + Dapss — (0 — D)ap_y) 2" =1
n=2
soit .
ar + Z (n+Day1 —nay,_1) 2" =1

n=1

ce qui donne:

ay — 1
Vn>1,(n+ 1)ays1 —na,—1 =0
avec ag = f(0) = 0. On a donc:

Vp > 1, 2pag, = (2]9 - 1)a2(p71)
avec ag = 0, ce donne ay, = 0 pour tout p > 0 (récurrence immédiate) et:
Vn > 1, (2p + 1)a2p+1 = 2pa2p,1

qui donne par récurrence:

hy s — (2p)- (2p—2) -+ 9 .
2p+1) - 2p—1)----- 3
avec a; = 1, soit :
A (2p) - (2p—2)----- 2)? _ 2%(p!)
(2p+1)! (2p+1)!
pour tout p > 0. Le développement en série entiere de f sur | — 1, 1] est donc :

_l’_
~ 22”(”!)2 2n+1

fw) = 2n +1)!

=21

Le fait que f est impaire entraine que les coefficients as,, sont tous nuls.
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