CPGE ERA MARRAKECH Probleme de Mathématiques

Probléme : La Fonction zéta de Riemann '

» On définit la fonction zéta de Riemann par:

400 1
n=1
» On appelle suite harmonique la suite (H,,),>; définie par :
_y!
N k
k=1

» On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction ¢ : N* — N définie par:

w(n) = card{k € [0,n], kAn=1}

Partie 1: Calcul de ((2) (Extrait du CNC 2017)

On se propose de montrer que ((2 W—

1

6
x
5~ > cos(kx)dz = =

) =
® Montrer que pour tout k € N*, / (
@ Soit z €]0, 7]

izl—e'n® _ sin(%F) jndbe
1—ei®  sin(%)

(a) Montrer que pour tout n € N*, ¢

( (n+1)r1:)

sin(57) cos(*5

(b) En déduire que pour tout n € N*, E cos(kx) = n(2)
sin(Z
k=1 2

® Soit ¢ une fonction réelle de classe C! sur [0,7]. Montrer a I’aide d’une intégration par parties que

T

I . _
m ; o(z) sin(mz)dz =0
22 _
5T x .
@ Soit f la fonction réelle définie sur [0, 7] par f(z) = ¢ 2sin(3) si z €]0, 7]
-1 siz=0

Montrer que f est de classe C! sur [0,7]. ”On pourra utiliser le théoréme de prolongement de classe C'”

® (a) Montrer que pour tout n € N*,

1 72 g . ((2n+1)
];l#_6+/() f(x)sm<2:v>dx

“+o00 2

1 1 i
b) Justifier la convergence de la série E — et montrer que E —_ = —
( ) . n>1 TL2 a n=1 712 6

Partie 2: Développement asymptotique de (H,,),en-

1
La suite harmonique (H,),>1 est définie par : H, = Z 7

k+1 dt
® Soit o € R™, en utilisant la décroissance de la fonction ¢ — t%, montrer que kl ~ / —.

tOt
= 1
@ En déduire que k_zﬂ FER - et H, o In(n).

@ On définit la suite (z,),>1 par z, = H, — In(n).
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1
a) Montrer que z,_1 — = ~ 5.
( ) q n—1 "ot 2n?

(b) En déduire que la suite (z,),>1 est convergente.

Notons v sa limite. v s’appelle la constante d’Euler.

1
n—s+oo 2n
1 1
(b) En déduire le développement asymptotique de (H,),>1 : H, =In(n)+v+ — +o0 <) .
= n

Ew(eed)

n=1

Partie 3: La fonction zéta et familles sommables'

On admet le développement en série entiére de In(1 + =) donné par :

@ (a) Montrer que z,, — v

® Etablir la relation

S~
Vee]-1,1[In(1+x) = — "
n
n=1
@ Soit z € C tel que |z| < 2.
s
(a) Justifier que, pour tout n > 2, la série Z —- est absolument convergente et calculer sa somme.
e
(b) En déduire que la famille (z—k) de nombres complexes est sommable.
Dé t =
(¢) Démontrer que Z o P 2
+oo
(d) En déduire la valeur de la somme Z(C(/ﬂ) —1).
k=2
@ (a) Montrer que la famille (_I,Zk est sommable.
O
(b) En utilisant la question ® du partie 2, montrer que
+oo k
(=1 _
L C(k) =~
k=2

® Pour tout n > 2, on pose I,, = {(p,q) € N* x N*, p+q=n}.

(a) Soit x € R. En utilisant la partition (I,,),>2 de N* x N*, montrer que

1 > 1
— est sommable <=z >2 et Vz > 2, Z —= = (@ —1) = ((z)
((p T > = )
(b) En déduire que la famille ( i ) n’est pas sommable.
+q2 p,g>1

@ Soit n € N*, on pose J,, = {(p,q) € N* x N*, pg=n}

En utilisant la partition (J,),>1 de N* x N*, établir la relation

(z—1) _ X o)
((z) =t

n=1

YV > 2,

*R*FXTin de 1’énoncé****
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